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EJE GEOMETRIA

Angulos

Un dngulo es el conjunto de puntos formados por dos rayos que emanan de un mismo origen. Se
identifican por medio de las letras griegas minisculas, a, 3,7, etc. y se representan como se muestran a

continuacion:

Como podemos ver la unién de los rayos 0_/{ y (ﬁ en el vértice O forma dos dngulos: a denominado
angulo interior y 3 denomindo dngulo exterior.

A

En general, cuando hablemos de dngulos estamos ha-
ciendo referencia al dngulo interior, a menos que se
indique lo contrario.

Clasificacién de los angulos segin su medida
Angulo Nulo
Corresponde aquellos dngulos que miden 0°.

£LAOB =0

Angulo Completo

Corresponde aquellos d4ngulos que miden 360°, es decir, el circulo completo.

{AOB =360° = a

Angulo Extendido

Corresponde aquellos dngulos que miden la mitad de un éngulo completo, es decir, 180°.

{AOB =180° = a

Angulo Recto

Corresponde aquellos dngulos que miden la mitad de un dngulo extendido, es decir, 90°.

LAOB=90=a

Cuando dos rayos forman un dngulo recto se dicen que son perpendiculares entre si, esto se simboliza
como ELO?



Angulo Agudo

Corresponden a los dngulos que miden entre 0° y 90°.

A

B

0° < LAOB < 90°

Angulo Obtuso

Corresponden a los dngulos que miden entre 90° y 180°.

90° < LAOB < 180°

Angulos en un mismo plano
Angulos Adyacentes

Dos dngulos son adyacentes si tienen un vértice y un lado en comiin, de tal forma que sus interiores
no se intersectan.

NO%

Angulos Complementarios

Dos dngulos son complementarios si la suma de sus medidas es igual a un angulo recto, es decir, suman
90°.

a+ =90



Angulos Suplementarios

Dos dngulos son suplementarios si la suma de sus medidas corresponde a un dngulo extendido, es

decir, suman 180°.

a+[3=180

En el caso de dos dngulos suplementarios, decimos que a es el suplemento de 3, es decir:
180 — @ = Suplemento de a

Angulos Opuestos por el Vértice

Dos dngulos son opuestos por el vértice si los lados de uno corresponden a las prolongaciones de los
lados del otro.

(<

Siempre que tenga dos dngulos opuestos por el vértice sus medidas van a ser iguales:

a=4

Angulos formados por una transversal que corta a dos rectas paralelas dadas

Cuando tenemos dos rectas paralelas, Ly v Lo, que son cortadas por una transversal L3, no necesa-
riamente perpendicular, entonces aparecen 8 dngulos que se relacionan entre si de la siguiente manera:

Ly

Ly < >

= Son dngulos correspondientes los pares de dngulos 1-5, 2-6, 4-8 y 3-7.

= Son dngulos alternos internos los pares de angulos 4-6 y 3-5. Se denominan dngulos interiores a
los 4 angulos que quedan entre las paralelas, a los demds dngulos se les denomina exteriores.

Son angulos alternos externos los pares de angulos 1-7 y 2-8,

= Son dngulos opuestos por el vértice los pares de dangulos 1-3, 2-4, 5-7 y 6-8 de acuerdo a la
propiedad anteriormente vista.

La propiedad que cumplen todas estas relaciones es que los dangulos relacionados son congruentes,
es decir, tienen la misma medida.



POLIGONOS

Un poligono es una figura plana cerrada, limitada por
trazos lamados lados, que se interceptan sélo en sus
puntos extremos llamados vértices.

El segmento que uno dos vértices no consecutivos
recibe el nombre de diagonal.

Los poligonos se clasifican en céncavos y convexos.
Los poligonos céncavos son aquellos con todos sus
angulos interiores menores a 180°, en cambio un
poligono convexo tiene al menos un angulo interior
mayor a 180°.

En el transcurso de este libro veremos las propiedades
que se pueden aplicar solo a poligonos céoncavos.

NOMBRE DE POLIGONOS
TRIANGULO 3 LADOS
CUADRILATERO 4 LADOS
PENTAGONO 5 LADOS
HEXAGONO 6 LADOS
HEPTAGONO 7 LADOS
OCTOGONO 8 LADOS
ENEAGONO 9 LADOS
DECAGONO 10 LADOS
ENDECAGONO 11 LADOS
DODECAGONO 12 LADOS

i. Propiedades de poligonos de n lados

Eemplo: Pentdgono

o Sumadelosanguios  ygpe . (n-2)  180° -(5-2) = 540°
b. Suma de angulos

exteriores: 3e0° o
i:é?i'cagonoles desde un n-3 5-3
d. Total de diagonales: n(n-3) 5(5-3) _

2 2
POLIGONOS REGULARES

Los poligonos regulares son aquellos que tienen suslados y sus dngulosrespectivamente congruentes.

Calculo medida de dngulo interior: Calculo medida de dngulo exterior:
as 180°(n-2) o =360
n n
| suma de angulos | [
Ne Nombre | nfedores | c/ <% int | c/dext
3 Tidgngulo equildtero | 180° | 60° 120°
4 Cuadado | % | 90 90°
5 Pentdgono regular 540° 108° Vv
é Hexagono regular | 720° [ 120° &



IMPORTANTE:

nAl trazar las diagonales en cualquier nEn un hexagono regular, las diagonales
poligono regular, éstas dividen al angulo son bisectrices de los angulos interiores, y
intenor en partes iguales. Eemplo: éstas dividen al hexdgono en é tiangulos
Pentagono regular equilateros congruentes.

VA %‘Av



CUADRILATEROS

Cuadrilatero es cualquier poligono de 4 lados, estos los podemos clasificar en:

i. Paralelogramos ii. Trapecios iii. Trapezoides

2 pares de lados paralelos 1 par de lados paralelos  NingUn par de lados paralelos
u =
L ; r/

a. Propiedades comunes

+ Los dngulos opuestos son congruentes.
<A=<9C ; IB=<D

+ Los dngulos consecutivos son
suplementarios.

JIA+ IB=<AB+ AC=180°
IAC+<AD=<LD+ XA =180°

+ Los lados opuestos son congruentes
AB=CD ; AD=BC
+ Las diagonales de un paralelogramo se
dimidian.
AP=PC ; BP=PD

+ Las diagonales lo dividen en 4 tridngulos
de igual drea.

Clasificacion de paralelogramos

i. Cuadrado ii. Rectangulo
Sus dngulos interiores son rectos y sus lados Tiene sus angulos interiores rectos y los
son congruentes. lados consecutivos no son congruentes
a b
1455 N45°
a a a ‘ °
145 45° ol ; ]
a
Caracteristicas: Caracteristicas:
> Diagonales perpendiculares > Diagonales de igual medida
> Diagonales bisectrices
> Diagonales de igual medida
Perimefro: 4-a Perimefro: 2a+2b

Area: o 6 (Dk::g;)nal)2 Area: a'b



iii. Rombo iv. Romboide

Tienen sus lados congruentes y sus dngulos Sus angulos interiores NO son rectos y sus
interiores NO son rectos. lados consecutivos NO son congruentes.

h
Caracteristicas: Caracteristicas:
> Diagonales perpendiculares > Solo las comunes a todo paralelogra-
> Diagonales bisectrices mo:=
Perimefro: 4-a Perimefro: 2a+2b
K ah & (Diag 1«2ch9 2) Area: b-h
TRAPECIO
Trapecio es aquel cuadriatero que tiene sélo D d c
un par de lados paralelos. lamados bases. Sus
angulos colaterales internos entre las bases son
suplementarios. Es decir, en la figura:
a N c
a+d=180° ; P+y=180° M
h
La mediana (MN) es la unién de los puntos medios B
de los lados no paralelos. Esta es paralela a las |
bases. A b B
AB // CD // MN : AM=MD y BN=NC
La medida de lao mediana comesponde al
promedio de las bases. Perimetro: a+b+c+d
o - AB+TD hrea: WN- h
2
Trapecios notables
a. Trapecio Isésceles b. Trapecio Rectdngulo
- B
N a
Caracteristicas: Caracteristica:
> Lados no paralelos congruentes. > Uno de sus lados es perpendicular a
los lados paralelos

> Diagonales congruentes.
> Angulos basales congruentes.
> Anguk)s opuestos suplementarios.



TRAPEZOIDE

Trapezoide es aquel cuadrilatero que no tiene par de lados paralelos. Los trapezoides se clasifican

en asimétricos y simétricos.

Trapezoide asimétrico

> Cuadrilagtero sin lados paralelos y que no tiene ejes de
simetria.

> Su darea se puede calcular sélo si es posible descomponerio
en figuras conocidas.

. Trapezoide simétrico (deltoide)

> Una de las diagonales cumple la funcién de base (AC) y la
otra diagonal cumple la funcién de eje de simetria (BD).

> Las diagonales son perpendiculares entre si (AC L BD)

> La diagonal, BD, divide al deltoide en dos triangulos
congruentes.

> La diagonal, AC, divide al deltoide en dos friangulos
isésceles, cada uno de base AC.

Area deltoide: E,-ED'-

C

CLASIFICACION Y PROPIEDADES
CUADRADO ROMBO RECTANGULO ROMBOIDE
a
NOMBRE B 5 : a
o
PROPIEDADES : a a
congruentes v v v v
::::los opuestos . y . y
Las diagonales
se dimidian d v Y v
Angulos contiguos
suplementarios v ’ Y Y
Diagonales y P
perpendiculares
zqonals y P
Diagonales v v
congruentes




TRIANGULOS

El triangulo es una figura plana formada por la union de tres rectas que se cortan de dos en

dos.

Propiedades de los triangulos

En un triangulo la medida de un angulo externo es igual a la suma de los dos
angulos internos no adyacentes.

En un triangulo la suma de las medidas de los angulos interiores es igual a 180°.

En un triangulo la suma de las medidas de los angulos exteriores es igual a 360°.

En un triangulo al lado mas grande se le opone el angulo mas grande.

En un triangulo al angulo mas grande se le opone el lado mas grande.

En un tridangulo, cada lado es menor que la suma de los otros dos lados.

En un triangulo, cada lado es mayor que la diferencia de los otros dos lados.



Clasificacion de los triangulos

De acuerdo a la medida que tienen sus lados

Triangulo Equilatero: S

Triangulo Escaleno:

c

A B
De acuerdo a la medida que tienen sus angulos

Triangulo Acutangulo:
C

Triangulo Obtusangulo:
Cc

5 . c
Triangulo Isosceles:

Triangulo Rectangulo:

A

Hipotenusa
Cateto

Cateto

10



ELEMENTOS SECUNDARIOS DE LOS TRIANGULOS
ALTURA

La altura corresponde a la recta que pasa por un vértice y que es perpendicular al lado opuesto de
éste. Todo tridngulo posee 3 alturas que se denominan por hg, hy y he de acuerdo al lado al cual es
perpendicular.

Las tres alturas se intersectan en un punto llamado ortocentro (O) .

BISECTRIZ

La bisectriz corresponde a la recta que pasa por un vértice y que divide al angulo interior en dos
angulos congruentes, es decir, con la misma medida. Todo triangulo posee 3 bisectrices que se representan
por ba, bg y by de acuerdo al angulo que estan dividiendo.

Las tres bisectrices se intersectan siempre en el interior del tridngulo en un punto llamado incentro
(I). Este punto equidista de los 3 lados del triangulo y corresponde al centro de la circunferencia inscrita
en él.

11



SIMETRAL

La simentral o también conocida como mediatriz corresponde a la recta perpendicular que pasa por
el punto medio de cada lado del tridngulo. Todo tridngulo posee 3 simetrales que se designan por s,, sy
y 8¢ de acuerdo al lado al que son perpendiculares.

Las tres simetrales se intersectan en un punto llamado circuncentro (C’). Este punto equidista de
los 3 vértices del tridngulo y corresponde al centro de la circunferencia circunscrita en él.

MEDIANA

La mediana corresponde al segmento que une un par de puntos medios de los lados del triangulo. Todo
triangulo posee 3 mediana que se designan por m,, mp y m. de acuerdo al lado al cual es paralelo.

Las medianas a diferencias de los otros elementos secundarios de un triangulo no se intersectan entre
si, pero cumplen las siguientes propiedades:

s Al trazar las tres medianas se forman 4 tridngulos equivalentes, es decir, con igual area.

Area A AFD = Area A DEB = Area A FCE = Area A EDF

= Cada mediana es paralela al lado opuesto.
mq | BC
my | AC
m. | AB

s Cada mediana mide la mitad del lado al cual es paralela.

2m, = BC
2my = AC
2m. = AB



TRANSVERSAL DE GRAVEDAD

La transversal de gravedad corresponde a la recta que pasa por el vértice y por el punto medio del
lado opuesto a éste. Todo triangulo posee 3 transversales de gravedad que se designan por t,, tp y t. de
acuerdo al lado al que llegan.

A

Las tres transversales de gravedad se intersectan en un punto interior del triangulo denominado centro
de gravedad (G) o baricentro. Esta recta notable con su respectivo punto cumplen las siguientes
particularidades:

s Al trazar las tres transversales de gravedad se forman 6 triangulos equivalentes entre si, es decir,
que tienen igual area.

A AAGD=A ADGB=A ABGE=A AEGC=A ACGF=A AFGA

s El baricentro divide a cada transversal de gravedad en dos segmentos que estan en la razén 2 : 1,
de manera que el segmento adyacente al lado mide la mitad que el segmento adyacente al vértice.
Si A, B y C corresponden a los vértices del AABC y E, F y G corresponden a los puntos medios
de sus tres lados, entonces podemos obtener las siguientes relaciones:

2GE ='AC
2GF = BG
2GD =CG
s Si unimos el baricentro G con los vértices del triangulo, obtenemos 3 triangulos equivalentes, es

decir, con igual area.
Area A AGB = Area A BGC = Area ACGA
Particularidades de los elementos secundarios €

Triangulo Equilatero

-
m

o [
Trnangulo Isosceles Trnangulo rectangulo

C

AD transversal

13



Teorema de Pitigoras

TERNAS NOTABLES

[
b a Cateto Cateto | Hipotenusa
3k 4k Sk
A = B Sk 12k 13k
Ejemplos 8k 15k 17k
1) AC = 2) AD =

o

A c
4k
8
3n %
A 17 B
B 4n C

Aplicaciones del teorema de Pitagoras.

En todo cuadrado, su diagonal puede ser expresada en funcién de su lado utilizando el

teorema de Pitdgoras.

En todo triangulo equilatero, la altura puede ser expresada en funcion de su lado
utilizando el teorema de Pitagoras.

(STEY)

14



CIRCUNFERENCIA Y CiRCULO

Nombre Figura Perimetro Area
Circunferencia y Dx = 2xr Del circulo ar?
Circulo id
D Diametro

Sector circular

AB + 2r .
= _ a2
AB = 3 3600

En la figura adjunta el segmento AB mide 12 cm. Si los segmentos AB y AO son
los diametros de las semicircunferencias de centros O y O’ respectivamente,

entonces el area y el perimetro de la region achurada son respectivamente.

N
N

N\

"
I(I/: %
Y
A o’ o

2 |[En la figura adjunta, las tres circunferencias son concéntricas y el radio de la

menor es 5 cm. Si el area de cada una de ellas es la mitad del area de la

anterior, entonces el radio de la mas grande es

15



CUERPOS GEOMETRICOS

Los cuerpos son figuras de tres dimensiones limitadas por superficies planas o curvas.
Dentro de las familias de cuerpos encontramos dos tipos: los cuerpos de caras planas
llamados poliedros, y los de caras curvas.

Poliedro:
Los poliedros son cuerpos limitados por cuatro Ejemplo:
o mds poligonos, en el que cada poligono
se denomina cara, sus lados son aristas y la Prisma de base hexagonal
interseccién de las aristas se llaman vértices.
Base
Dentro de los poliedros identificamos uno de . rr——
gran importancia: el Prisma. Vértice —~
El Prisma es un cuerpo formado por dos caras ~—Arista
paralelas congruentes, llamadas bases. Todas Cara
las caras laterales son paralelogramos. 7
WY,
L,
Base

Piramide: Tienen una base y sus caras laterales son triangulos.

Poliedros regulares

Los poliedros regulares son aquellos en los cuales todas las caras son poligonos regulares
congruentes. Existen solo cinco poliedros regulares, ellos son:

Tetraedro Hexaedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Formado por 4 Formado por é Formado por 8 Formado por 12 Formado por 20
tridngulos cuadrados friGngulos pentdgonos frigngulos
equiléteros equilateros regulares equildteros

Cuerpos redondos

Los cuerpos redondos son cuerpos geométricos en los cuales al menos una de sus
superficies son curvas. Se producen a partir de la rotacion indefinida de una figura plana.
Los cuerpos redondos mas conocidos son la esfera, el cono, el cilindro.

o AL

16



Cuerpos generados por rotacion o traslacion de figuras planas
i. Cuerpos de revolucion

Los cuerpos de revolucién se obtienen haciendo girar una superficie plana alrededor de un eje.
Algunos ejemplos son:

Esfera Cilindro Cono Semi-Cono
Al
A D
D

5 Wl -l C
Giro de un Giro de unrectdngulo  Giro de un friangulo Giro de un trapecio
semi—circulo de arco ABCD en torno a AB. rectangulo ABC en rectangulo ABCD en

AB. torno al cateto AB torno a AB

ii. Cuerpos de traslacion

Se generan por traslacién de una superficie plana, en sentido perpendicular al plano que la
contiene. Algunos ejemplos son:

Cilindro Prisma friangular Prisma pentagonal
A e e
l‘a -\.-',r 4',' ,':______i', ”::,' “,_‘_4‘
Traslacién de un Traslacién de un Traslacién de un Traslacién de un
rectangulo. circulo. fiGngulo. pentédgono

17



Férmulas de Cuerpos

i. Cubo ii. Paralelepipedo
l“‘.d .\_d
a c
a b
a a
Area: & -a° Area:2(a-b) +2(b-c)+2(a-c)
Volumen: 03 Volumen: (a-b-c)
Diagonal (d): a-y3 Diagonal (d): va®+b?+c?
ii. Prisma iv. Pirdmides
h /
N 2,
Base Area: Suma de las dreas basal y laterales
Area: s de las areas lateral .
ea:suma ‘;;:Zlerf aslaleraiesy Volumen: %-Area basal -h

Volumen: Areabasal -h

v. Cilindros vi. Conos vii. Esferas
h g
T
. . 2 e p. . - 2 2
Area: 2-m-r“+2-mr-h Gemfrairlz. g=v(r) +2(h) Area: 4-x-r?
c w2, Area: =x-r-g+=x-r
Volumen: n'r -h | ) Volumen: % R

Volumen: Fonr h

18



VECTORES

Un vector es un segmento de recta orientado (flecha), caracterizado por
* Modulo: es la longitud del segmento
* Direccion: esta dada por la recta por la cual transita el vector

* Sentido: uno de los dos sentidos dados por la recta que pasa por €l (indicado por la flecha)

B
/ Extremo
A

Origen

OBSERVACIONES

* Dos vectores son 1guales s1 tienen igual modulo, direccion y sentido.

* Los vectores se expresan con una letra mindscula y una flecha sobre dicha letra o con dos
letras maytisculas, que indican su origen y su extremo respectivamente.

* Geométricamente para sumar dos vectores uy v hacemos lo siguiente; ponemos v a
continuacion de v, haciendo coincidir el origen de v con el extremo de u. Luegou +ves el
vector que va desde el origen deu hasta el extremo de v cuando hemos puestova
continuacion de u

ci
<{

<i

I

u

Dado un vector u el vector -u es el inverso aditivo de u, teniendo igual modulo, direccion,
pero sentido contrario

Vector de posicion
Supongamos que tenemos un punto P en el plano cartesiano bidimensional,
el wvector cuyo punto inicial es el origen del sistema cartesiano y el punto

final es el punto P, se llama vector de posicion del punto P y generalmente se designa

utilizando la letra miniscula que designa al punto:

P(a,b)

o

O X
DEFINICIONES

Sean a = (a1, a3), b = (by, b;) vectores y sea K un numero real

MODULO O MAGNITUD DE UN VECTOR IZI = ’(ax)z + (az)z

ADICION Y SUSTRACCION | 3+b = (a; £ by, az+ by)

PONDERACION POR UN ESCALAR (REAL)K | K- 3 = K- (a;, a;) = (K- a,, K - a3)

Dado dos puntos encontrar el vector que tiene origen en A

—_
Dado el vector AB no anclado en el origen, con A(x,, y,) ¥ B(xz, y2), entonces:

—_—

AB = (X2 = X3, Y2 = Y1)

19



TRANSFORMACIONES ISOMETRICAS

Transformaciones isométricas: son transformaciones (movimientos) que se aplican sobre
una figura de manera que la figura resultante es congruente con la figura inicial, es decir,
mantiene forma y tamano. Las transformaciones isomeétricas son: traslacion, rotacion,

simetria central y simetria axial.
Traslacion

Para trasladar un punto o figura, se necesita
un vector traslacién, el cual nos indica
hacia dénde y cudnto se fraslada la figura.
(direccién, sentido y magnitud)

Para obtener la posicion de un punto
trasladado en el plano cartesiano, se deben
sumar las coordenadas del punto inicial (x ,
y) mas las coordenadas del vector traslacion
(u,v).

Punto inicial + Vector de traslacion =
Punto final

(x.y) + Tlu.v) = (x+u,y+v)

En caso de tener las coordenadas del punto
inicial y final, y necesitar el vector traslacion,
este se encuentra restando las coordenadas
del punto final menos el inicial, en ese orden.

Observaciones

Ejemplo:

Si al punto A de coordenadas (4,
5). se le aplica una traslacion dada
por el vector traslacion T{4 , -3),
enfonces se obfiene el punto:

(4.5) + T(4,-3) = [4+4,5+(=3))

= (8,2)
Graficamente, esto es:
YA
A
o A (4:5)
S, T(4.-3)
) SRRER fmmmeenes 2 (8.2)
4 8 x

#* Una figura conserva todas sus dimensiones, tanto lineales como angulares.
#* Una figura jamds rota; es decir, el dngulo que forma con la horizontal no varia.
#* No importa el numero de traslaciones que se realicen, siempre es posible resumirlas en una unica.

20



Rotacion o giro con respecto a un punto

Si el punto A se gira en o° con respecto al punto O de la figura, entonces queda en un punto A’

de modo que OA = OA'y «AOA = q.
Se entendera, a no ser que se indique lo contrario, que el sentido del giro es contrario al
sentido del movimiento de las manecillas del reloj (sentido antihorario).

o}

# Una rotacién con centro P y angulo de giro o, se representa por R (P, a). Si la rotacion es
negativa, se representa por R (P, -a ).
#* El centro de rotacién se mantiene invariante ante una rotacion.

# Si rotamos el punto (x, y) con respecto al origen 0(0, 0) en un angulo de giro de 909,

18009, 270° 6 3609, las coordenadas de los puntos obtenidos estan dados en la siguiente

tabla.
Punto Inicial R (0, 90°) R (0, 1809) R (0, 27009) R (0, 3600)
(xvy) (-y, x) (-x,-y) (y,-x) (x,v)

Rotaciones en torno a un punto distinto al origen

En caso que el centro de rotacion no sea el origen, el proceso para realizar la rotaciéon

es:

.II‘O

rotar A (vector CA=A -C ).

, encontrar el vector traslacion que lleva el centro de rotaciéon C hacia el punto a

do " _ s . ats. .
27", aplicar al vector resultante CA la rotacion requerida, utilizando la tabla anterior.

(] . .
3", sumar al centro de rotacion, el vector obtenido en el paso 2.

Ejemplo:

Si al punto A(11, 5), se le aplica una rotacion
de 20° en torno al punto C(é, 2), se obtiene el

punto:

o =7

17 CA: A(11,5)-C(6,2)=T(5.3)
2% Rotar T (5.3) 20°: Usando la tabla, resulta

3°SumarC + T':

(x.y) | (~y.x) |
(5.3) |(-3.5)
T (-3, 5)

Cl6,2)+T'(-3,5)=A"(3,7)

Grdaficamente esto es:

x Y
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SIMETRIAS

Las simetrias o reflexiones, son aquellas transformaciones isométricas que invierten los
puntos y figuras del plano. Esta reflexion puede ser respecto de un punto (simetria
central) o respecto de una recta (simetria axial).

SIMETRIA CENTRAL

Dado un punto fijo O del plano, se llama simetria (reflexién) con respecto a O a aquella
isometria que lleva cada punto P del plano a una posicion P’ de modo que P’ estd en la recta
OP, a distinto lado con respecto a O, y OP = OP'. El punto O se llama centro de la simetria
y P, P’ puntos correspondientes u homdélogos de la simetria.

La figura 1 muestra un tridngulo simétrico con respecto a O

Q
OP = OP
0Q = 0Q'
OR = OR'

OBSERVACIONES

# Una simetria (reflexion) respecto de un punto O equivale a una rotacién en 180° de
centro O.

# Los trazos de la figura original son paralelos con los trazos homdlogos de la figura
transformada.

# El sentido de la figura no cambia respecto al giro de las manecillas del reloj.

# Todo punto del plano cartesiano A(x, y) tiene su simétrico A’(-x, -y) con respecto al
origen O(0, 0).

SIMETRIA AXIAL

Dada una recta fija L del plano, se llama simetria axial con respecto a L o reflexién con
respecto a L, a aquella isometria tal que, si Py P’ son puntos homdlogos con respecto a ella,
PP' 1 L y, ademds, el punto medio de PP’ estd en L. La figura 1, muestra dos tridngulos
simétricos respecto de L.

fig. 1

OBSERVACIONES

# En una simetria axial, las figuras cambian de sentido respecto del giro de las manecillas del
reloj.

# No es posible superponer, mediante traslaciones y/o rotaciones, los tridngulos congruentes
PQR y P'Q'R".

# Los puntos de la recta L permanecen invariantes ante esta reflexion.
# Todo punto del plano cartesiano A (x, y) tiene un simétrico A’ (x, -y) con respecto al
eje de las abscisas y un simétrico A” (-x, y) con respecto al eje de las ordenadas.

EJE DE SIMETRIA

Es aquella recta que atraviesa una figura dividiéndola en dos partes simétricas con respecto a
la recta.

OBSERVACIONES

Existen figuras que no tienen eje de simetria.

Existen figuras que tienen sélo un eje de simetria.
Existen figuras que tienen mas de un eje de simetria. . . .
La circunferencia tiene infinitos ejes de simetria. <—— Eje de Simetria

* % k¥




Semejanza ABCD ~ EFGH o

La semejanza hace referencia a la
igualdad de forma entre dos figuras H

pero no necesariamente al mismo c
tamaiio.

A B E F

Condiciones para la semejanza

B = Los angulos homdlogos son congruentes
ABCD ~ EFGH £DAB = {HEF
s AABC = LEFG
ABCD = {FGH
c LCDA= {GHE
o = Los lados homdlogos son proporcionales.
AB es homélogo con EF
BC es homélogo con FG AB_BC _CD _DA _.
CD es homologo con GH EF FG GH HE

DA es homologo con HE

Semejanza de triangulos

= Los dangulos correspondientes tienen la misma medida:
Dos triangulos son semejantes si los angulos del

/
primero son congruentes uno a uno con los angulos a= o
del segundo. B 14
'
AABC ~ ADEF c TE9

s Los lados correspondientes son proporcionales:

= constante

ale
~ |0

..............................................................................................................................

¢ »la congruencia es un caso particular de semejanza.
i nTodos los triangulos rectangulos isosceles son semejantes entre si.
i »Todas las circunferencias son semejantes entre si.

nTodos los poligonos regulares de igual cantidad de lados son semejantes entre si. (Tridngulos
equilateros, cuadrados, entre otros)
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Criterios de Semejanza de tridngulos

Los criterios de semejanza nos indican la informacién minima necesaria para afirmar que dos

tridngulos son semejantes.

i. LLL

ii. AA

b-k a-k
b a
/\ m a B
[ c-k

Dos tridngulos son semejantes si sus lados
cormrespondientes son proporcionales.

iii. LAL

b-k
b
o a
c CK
Dos triangulos son semejantes si tienen
un dangulo cormrespondiente de igual

medida y los lados adyacentes a él son
proporcionales.

Oftras figuras semejantes
Toda paralela a un lado de un triangulo,

determina un trigngulo semejante al
primero.

Si AB // DE, entonces A ABC ~ A DEC

'
DAE
A B

Dos tridngulos son semejantes si dos
angulos correspondientes tienen igual
medida.

iv. LLA

b-k
b
c c-k
Dos tridngulos son semejantes si tienen
dos de sus lados comespondientes

proporcionales, y los dngulos opuestos al
mayor entre estos lados, congruentes.

En un triGngulo rectangulo, toda perpen-
dicular a alguno de los lados genera un
tfridngulo semejante al primero.

Si AB L DE, entonces A ABC ~ A DBE

@
m
a B
A £ B
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Propiedades de triangulos semejantes
Si AABC ~ ADEF, entonces:

La razoén entre las medidas de los elementos secundarios
correspondientes de los triangulos semejantes es igual a la
razon entre dos lados correspondientes de los triangulos.

25



Homotecia

Es una transformacion que a partir de un punto fijo (centro de homotecia)
multiplica todas las distancias por un mismo factor (razoén de homotecia). Es
decir, al aplicar una homotecia de centro O y razén k a un punto P cualquiera,
se obtiene otro punto P’, tal que P, O y P’ son colineales y OP’ =k - OP

En la figura adjunta, O es centro de homotecia y k es la razon de homotecia.

Propiedades:
1) Los angulos de las figuras homotéticas tienen igual medida.

2) AB// AB,CA// CA’, BC // BC

o
I on_or _oc g
OA OB OC
oulL . o Ny
4) A'B' _ B'c' _ A'C' -k \,\..
AB ~ BC AC
AT,
Entonces, AABC ~ AA'B'C’ ¥

Homotecia de razén positiva (homotecia directa)

Si los puntos homotéticos estan al mismo lado del centro de homotecia se denomina
homotecia directa.

Ou
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Homotecia de razén negativa (homotecia inversa)

Si los puntos estan a distinto lado del centro de homotecia se denomina homotecia
inversa.

N

OBSERVACIONES:

¢ La homotecia permite ampliar o reducir figuras manteniendo la
forma.

¢ Al aplicar una homotecia se obtiene una figura semejante a la
original, por lo tanto, se cumplen todas las propiedades de las
figuras semejantes.

¢ Dado k una razén de homotecia entonces, si | k| > 1 implica una
ampliacién de la figura, si 0 <|k| < 1 implica una reduccién de la
figura.

¢ Los segmentos homoélogos son paralelos.

¢ Al aplicar una homotecia de razén negativa se obtiene una imagen
invertida de la figura original.

Figura homotética
¢ Larazén de homotecia siempre es: Figura original




TEOREMA DE THALES

Si tenemos rectas paralelas, que son cortadas por rectas transversales, estas rectas no paralelas
quedaran divididas en segmentos proporcionales a los segmentos de las otras transversales.

Los casos mas comunes son:

Caso 1: Caso 2: Caso 3:

Si se cumple: AD // BE // CF Si se cumple: AC / BD y las Sise cumple: AD /BCy las
transversales se intersectan transversales se intersectan
en el punto O. en el punto O.




TEOREMA DE EUCLIDES

El triangulo ABC de la figura es un triangulo rectangulo en C y p y q son las proyecciones de a y

b sobre la hipotenusa c.
Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

C

. Teorema de Euclides referente a la altura
El cuadrado de la altura equivale al producto de las proyecciones de los catetos sobre la
hipotenusa:
h?=pq
. Teorema de Euclides referente al cateto

El cuadrado de un cateto equivale al producto entre la hipotenusa y la proyeccién de
este cateto sobre ella:

az=pc ; b’=qc

’ Calculo de altura
La altura correspondiente a la hipotenusa equivale al producto de las longitudes de los

catetos dividido por la longitud de la hipotenusa:

29



Trigonometria en el tridngulo rectangulo

Razones trigonométricas

Si se tiene un tridngulo rectingulo ABC, con a un angulo B

interior agudo, a y b catetos, y de hipotenusa ¢, entonces
se pueden establecer 6 razones entre las medidas de sus
lados. El valor de estas razones no depende del tamanio del c
tridngulo, sino de la medida de sus dngulos agudos. En efecto,
si A A'B'C es otro tridngulo rectingulo tal que £ 4 = £ A",
entonces los tridngulos son semejantes y se cumple:

Estas razones tienen nombres particulares:

El seno de un dngulo agudo en un tridngulo rectangulo se define como la razén entre la longitud del cateto
opuesto al dngulo y la longitud de la hipotenusa, es decir:

sena=—
[

El coseno de un dngulo agudo en un tridngulo rectingulo se define como la razén entre la longitud del
cateto adyacente al dngulo y la longitud de la hipotenusa, es decir:

b
cosq = —
<

La tangente de un angulo agudo en un tridngulo rectingulo se define como la razon entre la longitud del
cateto opuesto al dngulo y la longitud del cateto adyacente al angulo, es decir:

a
tana=tga = —
a=tga=—

La cotangente de un dngulo agudo en un tridngulo rectingulo se define como la razén entre la longitud del
cateto adyacente al angulo y la longitud del cateto opuesto al dngulo, es decir:

cotana=¢lga=%

La secante de un dngulo agudo en un tridngulo rectingulo se define como la razén entre la longitud de la
hipotenusa y la longitud del cateto adyacente al angulo, es decir:

c
sec O = —b-
La cosecante de un angulo agudo en un tridngulo rectingulo se define como la razén entre la longitud de
la hipotenusa y la longitud del cateto opuesto al angulo, es decir:

c
“Rca=¢$¢(!=7
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En resumen:

a cateto opuesto b _ cateto adyacente
senQ = —= - cosq =—= -
c hipotenusa c hipotenusa
ga= _a _ _ cateto opuesto ARG = b _ cateto adyacente
b  cateto adyacente a  cateto opuesto
_ ¢ _ __ hipotenusa _ ¢ _ __ hipotenusa
WENET ek adyacente A T opuesto
Valores de las funciones trigonométricas para angulos mas utilizados
Funeion
a seno @ coseno O tangente Q
0° 0 1 0
1 e [a
30° T i V3
2 3
45° 22 2 1
2 2
o \’3 L sy
60 > 2 V3
90° 1 0 indefinido
180° 0 -1 0
270° -1 0 indefinido
360° 0 1 0
Aplicaciones

Angulos de elevacién y de depresién

Si consideramos un observador en un punto 4 y un objeto P situado en el mismo plano que 4, podemos definir
el dngulo de elevacion y de depresion de A respecto a P de la siguiente forma:

* Angulo de elevacién A) Horizontal del observador
*  Angulo de depresion T) Horizontal del observador



EJE ALGEBRA Y FUNCIONES

Lenguaje algebraico

El dlgebra corresponde a la generalizacién de las Ejemplo

definiciones aritméticas a través de variables. > “El doble del producto de dos

Una variable o coeficiente literal corresponde numeros distintos” se representa
a la expresion de una cantidad conocida o como 2ab.

desconocida mediante una letra, con la cual se

puede operar relativamente de la misma forma

que se hace con los nUmeros.

Operatoria de expresiones algebraicas
i. Reduccioén de términos semejantes

Un término es un conjunto de factores numéricos Ejemplos
y literales precedido de un signo (+) o (-). 12ab + 4c + 6ab

>
Los términos semejantes son aquellos términos que 120b +4c +éab = 18ab + 4¢

tienen igual factor literal. Esto quiere decir, iguales

letras con iguales exponentes, aunque pueden b

estar en desorden (2m°n , -3m’n , %nmz).

Para reducir términos semejantes se suman o
restan los coeficientes numéricos y se mantiene el
factor literal.

Im?+7n—4m?-n
9m? +7n —4m? —n = 5m’+ 6n

————————————————————————————————————————————————

| |
i i
i »Recuerda considerarelsignoque |
i estdalaizquierda del nUmero. |
1 ]
1 ]

Eliminando paréntesis

Los paréntesis se pueden eliminar de acuerdo a las siguientes reglas:

> Siun paréntesis es antecedido de un signo (+), éste se puede eliminar sin modificar los signos
de los términos contenidos en el.

> Siun paréntesis es antecedido de un signo (=), éste se puede eliminar cambiando los signos
de cada uno de los términos contenidos en él.

ii. Multiplicacion de Polinomios

Monomio por monomio
a-(b-c)=a-b-c Ejemplo: 2(4-3)=2-4-3=24

Monomio por polinomio
a(b+c+d)=ab+ac+ad Flemplo.  -m(2+m-n)=-2m-m’+mn
Polinomio por polinomio

(a+b) (x+y)=ax+ay+bx+by Ejemplo: (x+2)(y-3)=xy-3x+2y-6



iii. Productos Notables

Los productos notables md&s comunes son:

Cuadrado de binomio

2 2 2
(@+b)"=a"+2ab+b Ejemplos (x+3y)2=x2+2-x-3y + (3y)°

=X+ 6xy + $>y2

2 2 2
(@-b)*=a"-2ab+b fjemplo.  (5m—4)%= (5m)?+2-5m-4 + (4)°
| Importante: = 25m> + 40m + 16
| (a-b)’=(b-a)” E@B-17=(1-3° |
(27 =(2° |
Suma por diferencia

2 2

(@+b)-(a-b)=a"-b Fjemplo.  (2x+1)-(2x=1) = (2x)° = (1)?

=41

Binomios con término comuin
(x+a)(x+b)=x"+ (@+b) x+ (a-b) Ejemplos
> (x+3)(x+7) =x*+ (3+7)x+(3-7)
=x>+10x + 21
b (5x + 4)(5x + 3) = (5x)+ (4 + 3)-5x + (4-3)
= 25x7 + 35x + 12

Cubo de binomio
(@ +b)>=a®+30°b +3ab° + b° Ejemplo
> (p+4)°=p°+3-p’-4+3-p-42+4
=p’+12p° + 48p + 64

(G_b)3=03—302b +3ab>-b° Ejemplo
b =2y’ =xC-3 2y + 3% (2y)° - (29)°
=x - 6x2y + 12xy2 - 8y3



Factorizar expresiones algebraicas

La factorizacion es el proceso contrario al producto, es decir, consiste en transformar una expresion
algebraica en los factores que la originaron. Los fipos mas comunes de factorizacién son:

i. Factor comun

ab+ac=a-(b+c)

ii. Factor comun compuesto

En muchas ocasiones, si bien no hay
un factor comun a todos los términos,
agrupdndolos convenientemente
podemos ver en evidencia el factor
comuUn, que puede ser monomio O
polinomio.

ii. Productos notables
Suma por diferencia:

a’-b’=(a+b) (a-b)

Para encontrar a y b, se deben calcular
las raices cuadradas de o’ y b2
Cuadrado de binomio:
a®+2ab +b%= (a+b)?

a’~2ab + b’ = (a-b)?

Binomio con termino comun:
x>+ px+q=(x+a)(x+b),
conp=a+byqg=ab

Para encontrar a y b, debes preguntarte,
2qué numeros multiplicados dan q y su-
mados dan p?

Suma de cubos perfectos:

a’+b’= (a+b)(a’-ab +b?)

Resta de cubos perfectos:

-’ = (a-b)(a’+ab + b?)

Para encontrar a y b, debes calcular las

. . 3,3
raices cubicasde a” y b".

Ejemplo

> 7m°n+14m°— 2]m4q = 7m2(mn +2 —3m2q)

Ejemplo

> x°—ax—bx+ab=(x’—ax) - (bx-ab)
=X(x-a)-b(x-aqa)
=(x-a)(x-b)

Ejemplo

b x2—49=(x+7)(x=7)

Ejemplos
2 _ 2
> m +10m+25=(m+)J5)

> 4p’-4pq+q°=(2p-q)’

Ejemplo

b X2+ 7x+12= (x+4)(x+3)

Ejemplo

> p +8=(p+2)(p-2p+4)

Ejemplo

> 27a°-1=(3a-1)(9a’+3a+1)
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Operaciones definidas

Estas operaciones combinan las operaciones conocidas utilizando un simbolo especial, definido en
el ejercicio (@, #,®, & , 1, ... ). Cada ejercicio define lo que representa el simbolo.

> Dada la operacién a # b =2a-b. Hallar 5 # 7

En este caso el simbolo # indica que al doble de a (1* nimero), hay que restarle el b (2%
numero).

Entonces: 5#7=2-5-7=3

> Dadalaoperacibnm@n=m-n+5.Hallar3 @ 4

En este caso el simbolo @ indica que se debe multiplicar m por n (15 nimero por el 2% nimero)
y luego sumarle 5.

Entonces: 3@ 4=3-4+5=17

> Dadala operacibnp Aq = pqﬂ .Hallar7 @9

_7+9 _16

Entonces: 7 A9 5 5
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Proporcionalidad directa e inversa
RAZON

Es una comparacion entre dos cantidades mediante una division o formando el cuociente

entre ellas. Se escribe a: b o %, se lee "a es a b”; donde a se denomina antecedente y b

consecuente.

El valor de la razon es el cuociente entre las cantidades: s = ¢ — Valor de la razén

PROPORCION

Es una igualdad formada por dos razones: E=§ oa:b==c:dy selee

“aesabcomocesad”, donde ay d son los extremos; b y € son los medios.

TEOREMA FUNDAMENTAL: "En toda proporcion el producto de los extremos es igual al
producto de los medios”.

© a-d=b-c

T
alo

, existe una constante k, tal que

alo

OBSERVACION: Dada la proporcion

ol

a=c'k,b=d-k, k0

SERIE DE RAZONES

Es la igualdad de mas de dos razones. La serie de razones X=Y- E, también se escribe
a C

comox:y:z = a:b:c

PROPIEDAD BASICA

) a
Para la serie de razones: — == = = =



PROPORCIONALIDAD DIRECTA

Dos variables x e y son directamente proporcionales si el cuociente entre sus valores
correspondientes es constante

X X% X o =X -k (k constante)
Y1 Y2 Y3 Yn

Asi por ejemplo, la tabla muestra la elaboracién de jugo de manzana, de cada 15 kg de
manzana se obtiene 9 litros de jugo.

Peso (kg) 5 11015 | x
Volumen (Lt) 3 6 |9 Y

Podemos observar que

~ | x
I
wlwn

Litros de jugo

En wuna proporciéon directa, si una
magnitud aumenta (disminuye) n veces,
g| Of---mememeeeeemeees la otra aumenta (disminuye) el mismo

€ ' numero de veces

Q| Speeceescreng : :
= ) — : : : Dos magnitudes son directamente
! ' ' proporcionales si al representar los pares
0 5 10 15  kg.de de valores, los puntos se sitGan en una
Ao 8 manzanas recta que pasa por el origen (fig. 2)
fig. 2

PROPORCIONALIDAD INVERSA Y COMPUESTA

Dos variables x e y son inversamente proporcionales cuando el producto entre las
cantidades correspondientes se mantiene constante.

X;*Y1=Xa2'Y2=X3"'Y3=..=X,"Yn =K (k constante)

Asi por ejemplo, la tabla de la figura 4 muestra las medidas posibles de los lados de un
rectangulo de drea 24 cm?. PR

124----
11-.

Largo 2 (3| 4|6 x 101

Ancho 12 (8| 6 | 4 y

- fig. 4

Disminuye

hedecccchecscbocccnns

-

Podemos observar que x - y = 24 34----

becccccapedecaa

WA ——— -

IR LT
ONFtecemmaa
e eseens

4
Aumenta

Largo

El grafico de una proporcionalidad inversa corresponde a una hipérbola equildtera. (fig. 4)

La proporcionalidad compuesta es la combinacion de proporcionalidades directas,
inversas o ambas
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Ecuaciones

Tipos de soluciones

Para resolver una ecuacién de primer grado, ax = b, se debe aislar la incégnita, tipicamente x. Al

intentar despejar la incégnita, nos podemos encontrar con tres distintos tipos de soluciones:

Sia#0, laecuacion ten- Sia=0yb =0Ilaecuaciéon Sia=0y b #0la ecuaciéon
drda solucidén Unica en el tiene infinitas soluciones. no tiene solucién. Solucién
conjunto de los reales. Conjunto de los nUmeros vacia.
reales.
Ejemplo: 3x+2=3 Ejemplo: 7x-5=-5+7x Ejemplo: 3x+2=1+3x
3x=3-2 7X—7x=-5+5 3X-3x=1-2
=1 0=0 0=-1
=%
solucion: % Solucién: R Solucién: @

Ecuaciones Literales
Son ecuaciones que, ademas de la incognita, contienen otras letras que representan variables.
Para resolverlas, se debe identificar la lefra que representa la incégnita y despejaria.
Ejemplos

> ax+b=c /-b

ax=c-b /:a
C—b/ (‘.|X-b)(=(]2-b2 / factorizamos por x

x-
a x(a-b)=a?-b? /:(a-b)
_a?_p?

X= b / factorizamos para simplificar

> ax-a2=bx-b?

_(a+b)a-b)
X= a-b
Xx=a+b
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SISTEMAS DE ECUACIONES

Dos ecuaciones de primer grado, que tienen ambas las mismas dos incégnitas, constituyen un
sistema de ecuaciones lineales. La forma general de un sistema de ecuaciones de primer grado es:

ox+by=c ,donde q, b, c, d, e y f son nUmeros reales.
dx+ey=f

La solucién del sistema serd todo par (x, y) que satisfaga simultdneamente ambas ecuaciones.

a. Métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones

Para resolver un sistema lineal con dos incégnitas, lo podemos hacer mediante los siguientes

métodos:

i. Método de sustitucidn

Se debe despejar una de las
variables en una de las ecua-
ciones y luego reemplazarla
en la ofra ecuacién, gene-
rGndose asi una ecuacion
con una incognita.

i. Método de igualacién

Se debe despejar la misma
variable en ambas ecuacio-
nes y luego éstos resultados se
igualan, generandose asi una
ecuacidén con una incégnita.

iii. Método de reduccién

Se deben igualar los coefi-
cientes numéricos de una
de las incognitas, en ambas
ecuaciones, multiplicando a
ambos lados de la igualdad
convenientemente, obte-
niéndose un sistema equi-
valente al dado, y luego se
suman o restan ambas ecua-
ciones, resultando asi una
ecuacién con una incognita.

ol 2x+y=5 - 2xX+y=5 ) L 2Zx+y=5
Ejemplo x+y=2 jemp X+y=2 Ejemplo X+y=2
- x=2y - y=5-2x 2x+y=35
=2- +y=2[-1
— 2-(2-y)ty=5 y=2-x M
4-2y+y=5 — 5x-2x=2-x N x+y=5
y=-1 5-2=-x+2x + _x_y:_2
- x+(-1)=2 x=3 x=3
- (8)ry2 -+ faleye2

y=-—

Analisis de sistemas de ecuaciones

El andilisis de sistemas de ecuaciones es un método rdpido para conocer el tipo de solucién que
fiene un sistema sin necesidad de tener que resolverlo.

+ =
Dado: ax+by=c , entonces el sistema:
dx+ey=f
i. Tiene solucién Unica si: i. Tiene infinitas solucionessi: iii. Tiene solucién vacia si:
a_b a_b_c a_b_c
are a- e~ 7 d-e*¥
L xX+y=5 Eempl 3x+ 6y =24 2x—-4y =7
TP ey =2 SRS ok dy =16 : 3x—by=5
2,1 3_6_24 2_A.,7
A ® 24T - 3 %5
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DESIGUALDADES

Una desigualdad es una relaciéon de orden entre dos nimeros. Sean los nUmeros reales a, by c:

Las desigualdades se llaman estrictas si los nimeros deben ser necesariamente distintos.

> c>a,Selee: "c es mayor que a”

> b <a.Selee: “besmenor que a”

Las desigualdades se llaman no estrictas si los nUmeros pueden ser iguales.

> czaq, Selee: "c es mayor oigual que a”

> b <a.Selee: "b es menoroigual que a”

a. Propiedades

B

Si a los dos miembros de una desigualdad se suma o resta un mismo numero, el sentido de la
desigualdad NO cambia. Sean a, by c nUmerosrealesy a < b, enfoncesa+c<b+c

Ejemplos: Como7>3,entonces, 7+2>3+2 - 9>5

Como 8>-3,entonces, 8—-4>-3-4 - 4>-8

Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen por un mismo nimero positivo,
el sentido de la desigualdad NO cambia. Sean a, b y ¢ nimeros reales tales que a<byc >0,
entoncesa-c <b-c.

Ejemplos: Como7>3,entonces, 7-2>3-2 — 14> 6

Como 8>-4,enfonces, 8:2>-4:2 — 4>-2

Silos dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen por un mismo nUmero negativo,
el sentido de la desigualdad Sl cambia. Seana ,byc nUmeros reales tales quea<byc<O0,
entoncesa-c>b-cC.

Ejemplos: Como7>3,entonces, 7--2>3--2 —» —14<-6

Como 8>-3, entonces, 8- -4>-3--4 — -32<12

Si de los dos miembros de una desigualdad, ambos de igual signo, se toman inversos

mulfiplicativos (reciprocos), el sentido de la desigualdad cambia. Sean a y b nimeros reales
1.1

talesque0<a<b o a<b<0entonces E>B

Ejemplos: Como 2> 1, entonces, ]5 < }—x

Como -8 <-4, entonces, % > %

Si de los dos miembros de una desigualdad, ambos de distinto signo, se toman inversos

multiplicativos (reciprocos), el sentido de la desigualdad NO cambia. Sean a y b nUmeros reales

tales que b <0 <a entonces % <%.

Ejemplo: Como-5<3, entonces, — <%

=

Si los dos miembros de una desigualdad son positivos y se elevan a la misma potencia, la
desigualdad NO cambia de sentido. Sean a, b y n nUmerosreales, conn >0, talesque 0 <b<a
entoncesb"<a".

Ejemplo: Como 3 < 4, entonces, 33<43 — 27 <64

Si los dos miembros de una desigualdad son negativos y se elevan a una potencia de grado
impar, NO cambia el sentido de la desigualdad; sin embargo, si el grado de la potencia es par,
S| cambia de sentido. Sean @, b, n y m nimeros reales, con n nUmero impar positivo y m nUmero
par positivo, tales que b <a <0 entonces se cumple que b"<a"ya™<b™

Ejemplo. Como -3 <-2, entonces, (-3)°<(-2)® - -27<-8

Como -3 <-2, entonces, (—3)2<(-2)2 - 9>4
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Intervalos

Un intervalo real es una porcidon de la recta numérica definida por desigualdades. Se representan
algebraicamente con paréntesis cuadrados, que se orienta hacia afuera si la desigualdad es
estricta y hacia adentro si la desigualdad no es estricta, y se representan graficamente con el
achurado del intervalo, con un circulo blanco si la desigualdad es esiricta y un circulo negro si la
desigualdad no es estricta. Los intervalos que no estén restringidos por algun lado indican que sus
valores se extienden hasta el infinito positivo o al infinito negativo, representado por los simbolos o™
«* Por ejemplo:

> X>a la, «'[ > x<b , Joo,b[ la, bl

> a<x<b ,

> a<x<b , Ja,b]

+

oo

INECUACIONES

Unainecuacion es una desigualdad de expresiones algebraicas que involucra valores desconocidos
(incoégnita) y valores conocidos (nUmeros o lefras), donde resolverla consiste en encontrar el o los
intervalos donde la desigualdad sea verdadera.

a. Inecuaciones de primer grado con una incognita
Una inecuacién de primer grado es una desigualdad que se puede reducir a una de las formas
siguientes, con a y b, valores desconocidos y x la incégnita desconocida.
* axzb * ax>b

* ax<b * ax<b

Para resolverla se debe despejar la incégnita x, teniendo en cuanta las propiedades de las
desigualdades. En pocas palabras, se puede sumar, restar y dividir o multiplicar por un nUmero
positivo a ambos lados de la inecuacion, sin problema, y se puede mulfiplicar y/o dividir por un
nUmero negativo a ambos lados de la inecuacién recordando que se debe cambiar el sentido de
la desigualdad.

Al intentar despejar la incognita, nos podemos encontrar con ires distintos tipos de soluciones:

Sia#0, lainecuacion

tendrd intervalo solucién
en el conjunto de los rea-
les.

Ejemplo: 3x+2>3
3x>3-2

1

X > 3

Solucién: ]%,oo*[

Sia =0y la desigualdad re-
sulta verdadera, entonces
la inecuacioén tiene infinitas
soluciones. Conjunto de los
nUmeros reales.

Ejemplo: 7x+32-5+7x
/X—7x2-5-3
0=-8
Solucién: R
o™ ot

Si a = 0 y la desigualdad re-
sulta ser falsa, entonces la
inecuaciéon no tiene solu-
cién. Solucién vacia.

Ejemplo: 3x+221+3x
3X—-3x21-2
0=2-1
Soluciéon: @
00~ awt
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Sistemas de inecuaciones lineales con una incégnita

Un sistema de inecuaciones lineales de primer grado con una incégnita es un conjunto de al menos
dos inecuaciones lineales con la misma incégnita. El conjunto solucidn del sistema es la interseccion
de los conjuntos de cada inecuacion. Es decir, se deben cumplir ambas condiciones al mismo
fiempo. Graficamente corresponde a la inferseccion de las soluciones.

i, X3S e, X136 o, X*528
emplo. emplo e 210
jemplo 3x—42—l| Jemi 3-x>5 | JEmplo- o 43<9

> 2x+3<11, despejando > 5x-1>-6, despejando > Xx+52 8, despejando x
X se obtiene, x < 4 x se obtiene, x> -1 se obtiene, x=3

> 3x-4=-1, despejando > 3-x295, despejando x > 2x+3<9, despejando x
X se obtiene, x 2 1 se obtiene, x<-2 se obtiene, x<3

Grdaficamente: CGraficamente: Grdaficamente:

-2 -

Solucién: [1,4 ] Solucién: @ Solucién: {3}

Problemas de inecuaciones

En estos problemas aparecen expresiones que hay que fraducir a los simbolos >, <, = o <, tales
como:

* “alomenos” (2), e “como maximo” (<),
* ‘“cuando mucho” (5), * ‘“sobrepasa” (>),
e “como minimo” (2), * “no alcanza” (<)

Una vez planteada la inecuacion o sistema de inecuaciones, se determina el conjunto solucién, y
al igual que en los problemas de ecuaciones hay que fijarse en la pregunta del problema.
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Ecuacion de 2° grado

® Una ecuacion de segundo grado es un ecuacion polindmica cuyo grado es 2, es
decir, aquella en la que el gado mayor de los monomios es 2.

=  Toda ecuacion de segundo grado se puede escribir de la forma:

Endonde a,b y ¢ son distintos de cero
® Puesto que la ecuacidn es de grado 2, se obtendran 2 raices (soluciones) distintas.

Soluciones o raices de una ecuacién cuadratica

= |as soluciones (o raices) de la ecuacion de segundo grado en la forma

—b + Vb2 - 4dac

24

X =

* Ejemplo: 2x* +3x+1=0

Discriminante de la ecuacion cuadratica

* Llamamos discriminante (A) de la ecuacién al radicando de la férmula anterior, es decir:

A= 0, la ecuacion tiene una Gnica solucion
A> 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales y distintas
A< 0 la ecuacion no tiene soluciones reales

Propiedades de las soluciones

Sean 1’|, rs soluciones de una ecuacion
cuadratica ax? + bx + ¢ = () entonces:
—b
7ty = —
(4]
¢
BT Ty = —
a
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FUNCIONES

Sean A y B conjuntos no vacios. Una funcion de A en
B es una relacién que asigna a cada elemento del
conjunto A uno y sélo un elemento del conjunto B. Se f(x)

expresa como, f:A — B A - X B
El conjunto A, representa los valores que puede tomar

la funcién. Este conjunto lleva por nombre, Dominio
de la funcién. Cada elemento del dominio recibe el
nombre de pre-imagen.

El conjunto B, representa a los valores que toma la
funcién. Este conjunto se llama el Recorrido de la

© ©v z Z
v
N

funcién. A cada elemento del recorrido se le llama
imagen. Dominio Recorrido

En el grdfico sagital adjunto, para que la funcién
este bien definida, se debe cumplir que de todos los
elementos del conjunto de salida “A”, estén asociado
a solo un elemento en el conjunto de llegada “B".

Un elemento en el conjunto de llegada “B”, puede
estar asociado a mds de un elemento en el conjunto
de partida “A".

Funciones en el plano cartesiano

En el plano cartesiano, el dominio son los valores del
eje de las abscisas que puede tomar la funcién. El Variables

recorrido son los valores del eje de las ordenadas que dependientes
toma la funcién. fx) A

También se dice que el eje x representa las variables

independientes y el eje y las variables dependientes. __/

Se expresa como, f:x — f(x)

y es la imagen de x mediante f (x) //—_ >
x

X es pre-imagen de f(x) Variables
independientes

Determinar el dominio y recorrido de una funcion

. Dominio

Para determinar el dominio de una funcién y = f(x) en los reales se debe tomar el conjunto real
como base, descartdndose aquellos valores que no pueden ser evaluados en la funcién, dadas las
restricciones algebraicas que tenga.

Por ejemplo, en la funcién f(x) = + , cuyo dominio es R — {-2}. No se considera al -2 como parte

del conjunto de partida ya que én Ias fracciones el denominador debe ser distinto de cero.

Recorrido

Para determinar el recorrido de una funcién y = f(x) en losreales primero se debe encontrarla funcién
inversa y luego, considerando esta se debe, tomando como base el conjunto R, ir descartando
aquellos valores que no pueden ser evaluados en la funcion, dadas las restricciones algebraicas
que tengaq, tal como se hace en el dominio.

Por ejemplo, en la funcién inversa de f(x), f(x]_] = 3= , cuyo recorrido es R - {0}. No se considera
al 0 como parte del conjunto de partida ya que en las fracciones el denominador debe ser distinto
de cero.

Importante: El Recomrrido de la funcidén y no necesariamente coincide con el conjunto de llegada o
Codominio (que en general corresponde al conjunto R).
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Funcion lineal y afin
= Unpa funcidon lineal es aquella cuya Y]
expresidn algebraica es del tipo

= mXx

m [Pendiente)

siendo m un nuimero cualquiera distinto de O.
= Las caracteristicas principales son:
- Su grafica es una linea recta que pasa por = = S

el origen (0,0) 7 FUNCION LINEAL
- El nimero m se llama pendiente ]

- la funcion es creciente si m>0 vy
decreciente si m < 0

= Una funcién afin es aquella cuya Y]
expresion algebraica es del tipo 1 flx)=mx+n

m (Pendiente)

siendo m y n ndmeraos distintos de 0. ] e e Smm SR nn R e nane s

= Las principales caracteristicas son: g
- Sugréfica es una linea recta

n (Ordenada)

- Elnumero m es la pendiente ;

- El numero n es el coeficiente de = ] . .
posicion (ordenada en el origen) la ] FUNCION AFIN
recta corta al eje y en el punto (0, n)

Pendiente

"  Una funcién lineal o afin

la pendiente se obtiene de m>0 m<0 m=0
la forma:
Y2—MW T
m=———- e —
Xa — Xy —t —— ——t — +—
" Si m>0la funcién es / \ T
creciente T
" S5im<0 la funcion es T
decreciente
* Si m=0Ila funcion es Funcién Creciente Funcién Decreciente Funcidn Constante
constante

Como obtener la ecuacion

* Dado dos puntos:
Y2 — 1

= — T
X9 — I

(3,-2) y (2,4)

"YU

* Punto-Pendiente:

sy —yp=mr—mx)



Sean los puntos (z1,4)) vV (2. 2)

('T"2? ?12)
* Punto Medio
Tyt oy Yo
(a,0) = ( 2 2 ) o

* Distancia entre puntos (Z1.%1)

d = \/(9:1 — .'1.'2)2 + (?}1 - ?12)2
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Funcion Cuadratica
Una funcidn cuadratica es aquella cuya expresion

algebraica es: f(z) = ar’ +br+c ¢

a,b, c numeros reales y a # 0

= Su grafica es una parabola (simétrica).

i ) Puntos de corte
s El trazado de la parabola esta con eje x
determinado por un veértice,

por el cual se traza el eje de simetria.

= El trazado de la parabola se denomina
ramas de la parabola.

Coeficientes de la funcion f(z) = az® + bz + ¢

y y Yy

a>0 ~ ;“

a<0l /l v \

La apertura de las ramas de la pardbola depende
del valor de “a” en la funcion
f(z) =ax®+br+c

Para f (x) = a x2 -f(x)=0,5 x2
si reemplazamos el -f(x)=x2
coeficente a con diferentes - f (x) = 2 x2
valores, podemos ver -f(x)=3x2

como se contrae o dilata la
parébola.




Interseccidon con el eje X f(z) =ar®*+br+c

Si ;v x5 son las raices de az? +br +¢ =10

entonces los cortes con el eje Xson  Ej: f(x) = 22— 2r -3

(.1'1 y 0) y (.172 0)

2

-

Interseccién conelejeY f(z)=azr®*+br+c

Corta al eje Y en (0,¢)

Discriminante

A

A =b* — dac
A>0 A A<
y y y
a>0 - .
y Y4 Y
a<0 :
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Eje de simetria y vértice

Sea la ecuacién de segundo grado de la forma

2 .
ax” + bx + ¢ =0, cuyas soluciones son X, y X, .

f(x) A
El eje de simetria de la pardbola es una recta que

divide a esta curva en dos partes congruentes. Para
determinar el eje de simetria podemos hacerlo de
alguna de estas dos maneras:

Xy=X1tX2 ¢ Xv=%

El vértice de la pardbola es el punto de intersecciéon
de ésta con su eje de simetria. El vértice se puede
determinar de tres maneras:

V=0 )V =(5R, 498207

2a’ 4a
f(x)=a(x - h)?’+k - V=(h, k)
Maximo y minimo
Si a < 0. En este caso, la funciéon alcanza Si a> 0. En este caso, la funcién alcanza

un valor méximo (k), cuando la variable un valor minimo (k), cuando la variable
independiente toma el valor de h. independiente foma el valor de h.

f(x) f(x)
P__(h.k)

max

Desplazamientos

Sila funcién estd escrita de la forma:

f(x)=a-(x-h)? +k

La pardbola se traslada h unidades en el
eje xy k unidades en el eje y, obteniéndose
el nuevo vértice de coordenadas (h , k).
Estos desplazamientos son respecto a una
pardbola con vértice en el origen.

I
xv




Dominio y Recorrido

* El Dominio de f(z) = az®* + br + ¢ es: R

<

* El Recorrido de f(z) = ax? + bx + c es:
" ,' .
. [f (*ﬂ)-*”) Sla >0
Vértice,
punto minimo

. (mf(’)] si a<0 g

Zn

A
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EJE ESTADISTCA Y PROBABILIDAD

Poblacion

Corresponde a un conjunto de elementos, ya sea personas, objetos, animales, etc., que
portan informacion sobre el fendmeno en estudio. Estos elementos poseen una
caracteristica comun observable o medible que se necesita para la posterior investigacion.

La poblacién se puede clasificar en dos tipos de acuerdo a su tamafio:

Poblacién Finita: Cuando el nimero de elementos que forman la poblacion es especifico,
por ejemplo, la cantidad de profesores del colsis.

Poblacion Infinita: Cuando el numero de elementos que forman la poblacion es infinito, o
un nimero tan grande que se puede considerar infinito, por ejemplo, la cantidad de tonos
que pueden tener los colores.

Muestra

En la mayoria de los estudios la poblacion es a menudo demasiado grande para poder llevar
a cabo la investigacion. En tal caso seleccionamos un nimero de elementos de la poblacién
que conforman la muestra.

Ejemplo: Si la poblacion son los alumnos(as) del colegio, una muestra seria tomar 5
alumnos(as) por cada curso

Variable

Los elementos de la poblacion poseen una caracteristica o propiedad que se observa para la
investigacion. Aquellas caracteristicas que van cambiando de expresion entre los elementos
de la muestra o poblacion se denominan variables.

Las variables se pueden clasificar en dos tipos:
Variables cuantitativas: Se expresan a través de nimeros, por ejemplo, el promedio de

notas dela ensefianza media o el numero de libros que hay en la casa. Estas a la vez se
subdividen en:

« Cuantitativas Discretas: Corresponde a datos que no aceptan cualquier valor sino aquellos
que pertenecen a un conjunto numerable. Por ejemplo, cantidad de hermanos(as)
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« Cuantitativas Continuas: Corresponde a datos que pueden tomar cualquier valor dentro de

un intervalo infinito determinado. Por ejemplo, la temperatura del dia o el peso de una
persona.

Variables cualitativas: Se expresan a través del nombre de un atributo, por ejemplo, la
profesion o sexo de una persona. Estas a la vez se subdividen en:

« Cualitativas Nominales: Corresponde aquellos datos que solo admiten un orden

alfabético. Por ejemplo, la nacionalidad o el color de piel.

« Cualitativas Ordinales: Corresponde aquellos datos que sugieren una ordenacion. Por

ejemplo, los meses del afio.

Tablas de Frecuencias

Frecuencia Absoluta: Corresponde a la cantidad de veces que aparece un dato.
Frecuencia Relativa: Corresponde a la razén entre la frecuencia absoluta y el total de datos.

Frecuencia Absoluta Acumulada: Corresponde al resultado de sumar a la frecuencia absoluta
correspondiente las frecuencias absolutas de los datos anteriores.

Frecuencia Relativa Acumulada: Corresponde al resultado de sumar a la frecuencia relativa
correspondiente las frecuencias relativas de los datos anteriores.

Frecuencia Relativa Porcentual: Corresponde al valor de la frecuencia relativa multiplicada por
100, por lo tanto, los valores obtenidos representan porcentajes.

Frecuencia Relativa Acumulada Porcentual: Corresponde al valor de la frecuencia relativa
acumulada multiplicada por 100, por lo tanto, los valores obtenidos representan porcentajes.

Marca de clase (o centro de la clase)

Es la semi suma de los limites de cada clase (intervalo).
Representa a todos los datos que estan contenidos en una

clase. ESTATURA (cm) MARCA DE CLASE

118-126

127-135

136-144

145-153

154 - 162

163-171

172-180
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Medidas de Tendencia Central

Las medidas de tendencia central son valores numéricos que expresan el grado de centralizacion de
los datos que representan.

Media Aritmética (X)

La media aritmética, también denominada promedio, es una medida de tendencia central que solo se
puede aplicar en variables cuantitativas.

La media se define como la suma de los valores de todas las observaciones divididos por el namero
total de datos.

Algunas ideas sobre esta medida de tendencia central son:

= No es necesario que los datos estén ordenados para calcular la media aritmética.
n Todos los datos son incluidos en el calculo de la media aritmética.

= Un conjunto de datos solo tiene una media aritmética.

s El valor numérico puede o no coincidir con algunos de los datos del conjunto.

= Se utiliza generalmente para comparar dos o mas conjuntos de datos.

n Es sensible a una distribucién muy asimétrica de los datos, es decir, pierde precisiéon cuando hay
valores extremos, muy grandes o muy pequenos, en comparacién con el general de la muestra.

s Cuando se aplica en datos agrupados en intervalos, la medida pierde precision debido a que existe
una pérdida de informacién al agrupar los datos en clases.

A continuacién mostraremos como calcular la media aritmética en distintas situaciones de acuerdo a
como se nos presentan los datos:
Con miras a las compras previas a las fiestas de fin de ano, el Servicio Nacional del Consumidor
(SERNAC) decide realizar un sondeo para conocer el costo de una cena familiar. La muestra se
tomé entre el 11 y 13 de Diciembre del 2012 y los resultados que arrojé en cuanto al precio del
producto “Duraznos mitades, grado 2, Dos Caballos” en diferentes sectores de Santiago se muestran
a continuacion:

$849 — $856 — $889 — $854 — $907

En esta situacion se nos presentan los datos por extensién, por lo tanto, basta con sumar cada dato
y dividirlo por el total de éstos para obtener la media aritmética.

849 + 856 + 889 + 854 + 907
5

X=

X =87

En base al desarrollo anterior, podemos decir que el valor promedio del producto “Duraznos mita-
des, grado 2, Dos Caballos* es de $871.

De forma general, cuando se nos presentan los datos por extension, el método para encontrar la
media aritmética consiste en:

a) Sumar todos los datos (z;).
b) Dividir el resultado de la suma en el total de datos (n).

De esta forma la media aritmética es:

= Ty +zo+zx3+... + T
n

>
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Una organizacién que promueve la vida saludable decide estudiar los kilogramos de fruta que com-
pran 120 familias. Durante una semana se registraron los kilogramos de fruta que compraron cada
familia, obteniéndose los siguientes datos tabulados:

Kilos Familias
1 5
18
26
17
12
34
8

|| U = | WD

En esta situacién nos entregan los datos tabulados con su respectiva frecuencia, por lo tanto en vez
de sumar 5 veces el nimero uno, acudiremos a la multiplicacion, de esta forma en vez de operar
141+ 1+ 1+ 1 reduciremos la expresion a 1 - 5. Al realizar lo mismo con todos los datos de la
tabla obtenemos la media aritmética de la siguiente forma:

X

X

1.54+2-1843-26+4-174+5-1246-34+7-8
5+18+26+17+12+34+38

_ 501
120
=4,225

A partir del resultado anterior podemos decir que las familias consumen 4, 225 kilogramos de fruta
en promedio a la semana.

De forma general, en una tabla de distribucién de frecuencia, el método para encontrar la
media aritmética consiste en:

a) Multiplicar cada dato (z;) por su frecuencia(f;).

b) Sumar todos los resultados anteriores.
¢) Dividir el resultado de la suma en el total de datos (n).

De esta forma la media aritmética es:

T1-fi+zo-fot...+zk- fr
n

7:
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En un hospital piblico se desea estudiar el tiempo de espera de los pacientes entre las 22:00 horas
y las 00:00 horas. Durante un dia viernes se registraron los tiempos de espera de los pacientes,
obteniéndose los siguientes datos tabulados:

Tiempo [min] | Pacientes | Marca de clase
[0-30] 5 15
30-60 8 45
60-90 6 75
[90-120] 15 105
120-150 35 135
150-180 12 165
180-210 20 195
210-240 24 225
240-270 50 255
270-300 40 285

En esta situacién no conocemos los datos recolectados por el hospital sino que solo conocemos los
intervalos en los que estos estan agrupados, por lo tanto, para calcular la media aritmética haremos
uso de la marca de clase! debido a que éste es un valor representativo de cada intervalo.

5-15+8-454+6-75+15-105+35- 135+ 12 - 165 + 20 - 195 + 24 - 225 + 50 - 255 + 40 - 285

X =
5+8+6+ 15+ 35+ 12+ 20 + 24 + 50 + 40
e 75 + 360 + 450 + 1.575 + 4.725 + 1.980 + 3.900 + 5.400 + 12.750 + 11.400
- 215
¥_ 42.615
215
X ~ 198,21

De acuerdo al calculo anterior, el tiempo de espera promedio por los pacientes del hospital piblico
fue de 198,21 minutos.

De forma general, en una tabla de frecuencia con datos agrupados en intervalos, el método
para encontrar la media aritmética consiste en:

a) Multiplicar la marca de clase (m;) de cada intervalo por su frecuencia(f;).
b) Sumar todos los resultados anteriores.
¢) Dividir el resultado de la suma en el total de datos (n).

De esta forma la media aritmética es:

mi-fitme-fot -+ mi-fi
n

X =
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Mediana (M)

La mediana es una medida de tendencia central que es aplicada solo en variables cuantitativas.

La mediana se define como el valor numérico que divide a un conjunto de datos, ordenados de
manera creciente o decreciente, en dos partes iguales, es decir, deja por debajo y por encima de si el
50% de la distribucion de datos.

Intervalo medial: Es el intervalo donde se encuentra la mediana
Algunas ideas sobre esta medida de tendencia central son:

» Es necesario que los datos estén ordenados para calcular la mediana.
s Un conjunto de datos sélo tiene una mediana.
» El valor numérico puede o no coincidir con algunos de los datos del conjunto.

» Es estable a los valores extremos de un conjunto de datos.

A continuacién mostraremos como calcular la mediana en distintas situaciones de acuerdo a como se
nos presentan los datos:

El Servicio Nacional del Consumidor (SERNAC) decide realizar un sondeo para conocer el precio
del combustible liquido segiin sector de la Regiéon Metropolitana. El estudio se llevo a cabo el dia
31 de Diciembre del 2012 y los resultados registrados sobre el precio promedio de la gasolina de 97
octanos se presentan a continuacion:

$780 — $774 — $792 — $771 — $776

En este caso el niumero de datos es impar, por lo tanto, para calcular la mediana basta con ordenar
los datos de forma creciente o decreciente y determinar el valor central.

$771 — $774 — [SRH6] — $780 — $792

De acuerdo al desarrollo anterior, la mediana del precio de la gasolina de 97 octanos es $776, valor
que corresponde al tercer lugar (X3) de la distribucién ordenada de datos.

De forma general, cuando se nos presenta un conjunto impar de datos discretos por extension,
el método para encontrar la mediana consiste en:

a) Ordenar los datos de forma creciente o decreciente.

b) Localizar el valor que divide en dos partes iguales al total de datos (n).

De esta forma la mediana es el dato que ocupa el lugar:

Me =X @i
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El Servicio Nacional del Consumidor (SERNAC) realizé un sondeo sobre el precio del pan durante
el ano 2012 en la Regién Metropolitana. Los registros tomados en el mes de Septiembre para 6 tipos
de panes se muestran a continuacién:

$962 — $912 — $1.239 — $1.174 — $1.342 — $1.325

En esta situacién el niimero de datos es par, por lo tanto, para calcular la mediana tendremos que
calcular el promedio entre los dos datos centrales que tengamos luego de ordenar nuestra informacion
de forma creciente o decreciente.

$012 — $062 — [SIEA — [$10288] — s1.325 - $1.342

M, — L174+1.239
2
o, = 2413
2
M, = 1.206,5

De acuerdo al desarrollo anterior, la mediana del precio del pan en la Region Metropolitana es de
$1.206, 5.

De forma general, cuando se nos presenta un conjunto par de datos discretos por extension,
el método para encontrar la mediana consiste en:

a) Ordenar los datos de forma creciente o decreciente.
b) Localizar los dos valores centrales (X,,2 ¥ X(;,/2)+1) de la distribucién total de datos (n).

¢) Calcular el promedio entre los dos valores encontrados anteriormente.

De esta forma la mediana es:

Xn 2+X n, 1
M, = 222750
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El 15 de Diciembre se realizé la corrida Nike “We run Santiago 10K 2012”. El tiempo que se
demoraron en recorrer los primeros 5 kilometros 72 mujeres entre 16 afios y 19 afos se encuentra

registrado en la siguiente tabla:

Tiempo [min] Mujeres
[20-25] 1
[25-30] 8
30-35 23
35-40 30
40-45 6
45-50 4

En una tabla de frecuencia con datos agrupados en intervalos, el método para encontrar la

mediana consiste en:

a) Determinar el valor numérico de la mitad de los datos (n/2)
b) Localizar el intervalo en el cudl esta contenido ese valor.
¢) Sustituir los siguientes valores:

- n =Numero de observaciones.

- a =Amplitud del intervalo seleccionado.

- L; =Limite inferior del intervalo seleccionado.

- fi =Frecuencia absoluta del intervalo seleccionado.
- F; =Frecuencia absoluta acumulada del intervalo anterior a la clase que contiene a la
mediana.
En la expresion:

En esta situacion tenemos un total de 72 mujeres. Para saber en qué intervalo esta nuestra mediana

dividimos el total de datos en 2:

2 _

) 36

De acuerdo a lo anterior, nuestra mediana corresponde al dato niimero 36, que esta ubicado de la

clase [35 — 40[.

Luego de tener nuestro intervalo identificado, determinamos los valores numéricos de los datos

necesarios para obtener la mediana:

-n="7T2
-a=40-35=5
- L;i=35
- fi=30

F,=14+84+23=32
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Finalmente sustituimos en la expresion:

M.=Li+a-
fi

(g)_sz
M,=35+5- o

M,=35+5- i]

30
2
A’Ie = 35 + §
107
o
M, =~ 35,67

La mediana de las mujeres que corrieron el evento “We run Santiago 10K 2012” es de 35,67 minutos.

Moda (M,)

La moda es una medida de tendencia central que es aplicada en variables cuantitativas y variables
cualitativas.

La moda se define como el dato que posee mayor frecuencia absoluta, es decir, el valor que mas se
repite.

Intervalo modal: Es el intervalo que tiene la mayor frecuencia absoluta

Bimodal: La muestra posee dos modas

Trimodal: La muestra posee tres modas

Polimodal: La muestra posee desde cuatro modas en adelante
Amodal: La muestra no posee moda

Algunas ideas sobre esta medida de tendencia central son:

m No es necesario que los datos estén ordenados para calcular la moda.
s Un conjunto de datos puede tener mas de una moda o puede que este presente.

s El valor numérico coincide con algin dato del conjunto.
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El 15 de Diciembre se realizé la corrida Nike “We run Santiago 10K 2012”. El tiempo que se
demoraron en realizar la corrida los 30 participantes hombres entre 60 anos y 64 anos se encuentran
registrados en la siguiente tabla:

Tiempo [min] Hombres
40-50 2
50-60 10
60-70 13
70-80
80-90 1

Al presentarnos la informacién a través de una tabla de frecuencia con datos agrupados en intervalos,
se acepta como valido que la moda corresponda a la marca de clase del intervalo que posea mayor
frecuencia absoluta.

a) Localizar el intervalo que posee mayor frecuencia absoluta.
b) Sustituir los siguientes valores:
- a =Amplitud del intervalo seleccionado.
- L; =Limite inferior del intervalo seleccionado.
- fi =Frecuencia absoluta del intervalo seleccionado.
- fix+1 =Frecuencia absoluta de la clase siguiente al intervalo seleccionado.
- fi—1 =Frecuencia absoluta de la clase anterior al intervalo seleccionado.
En la expresién:

=T s

e [(fi —ha) = fi-l—l)]

En esta situacion el intervalo con mayor frecuencia es [60 — 70[, por lo tanto, los datos serian:

-a=T70-60=10
- L; =60
_fi=13

- firi =4

- fic1=10

Al sustituir en la expresion antes mencionada tenemos:

—T. a- fi_fi—l
M,=1L;+ I:(fi—fi_l)+(fi_fi+l)]
13—10 ]

Mo =60 +10- [(13-10)+(13-4)

1
Mo:60+10-z

5
Mo=60+§
5
125
M,==2
2
M, =62,5
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Medidas de posicion

Las medidas de posicion relativa se llaman en general cuantiles y se pueden clasificar en cuatro

grandes grupos:
*Cuartiles, Quintiles, Deciles, Percentiles

Estas ultimas dividen a una distribucion ordenada en partes iguales. Para calcular las medidas
necesitamos los datos ordenados de menor a mayor.

Cuartiles

Los cuartiles son los tres valores que dividen a un
conjunto de datos en cuatro partes iguales.
C,,C,,Cy determinan los valores
correspondientes al 25%, al 50% y al 75% de los
datos. C2 COINCIDE CON LA MEDIANA.

n=cant. datos

25% 75%

C kn 25% 25% 25% 25% I
= —

4 @ oS @ < @

Minimo Cuartil 1 Mediana Cuartil 3 Maximo
Cy Cuartil 2 Cs
C,

Quintiles

Los quintiles son los cuatro valores que dividen a
los datos ordenados en cinco partes iguales. Los
quintiles dan los valores correspondientes al 20%,
40%, 60%, 80% de los datos.

n=cant. datos

_ k-n
Qk = 5
0% 20% 40% 60% 80% 100%
f } } } } {
Q: Q: Q3 Q4

Deciles

Los deciles son los nueve valores que dividen a
los datos ordenados en diez partes iguales. Los
deciles dan los valores correspondientes al 10%,
20%, 30%, 40%, 50%, 60%, 70%, 80%, 90% de los
datos. D; COINCIDE CON LA MEDIANA.

n=cant. datos o
kK~ 10
0% 0% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 0% 100%
L r ) Y 1l 2 s s v 2 1 2
L] | J | J | | L L) L] | J L) L)
D, D: D, o, o, D, D D D
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Percentiles

Los percentiles son los 99 valores que dividen a
los datos ordenados en 100 partes iguales. Los
percentiles dan los valores correspondientes al
1%, 2%, 3%, ..., 97%, 98%, 99% de los datos.

P50 COINCIDE CON LA MEDIANA. k-n
n=cant. datos P =100

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% TO%  80%  90% 100%

t ‘ t t
P7 P55 P70 P95

Diagrama de caja

Para representar los cuartiles de un conjunto de datos ordenados, se utilizan los llamados diagramas
de caja, como el que se muestra a continuacion:

C; (75%)

Mediana (50%) RIC =Cs -G,

(50% de datos)

Ci (25%)

Donde RIC corresponde al rango intercuartil. A través de este grafico es posible visualizar el conjunto
de datos que se estd estudiando y su distribucién segiin las medidas de posicién. En los extremos del
grafico se encuentran los valores minimo y maximo del conjunto y los tres segmentos paralelos de la caja
representan a cada cuartil. Cuando la distribucién es simétrica, la mediana (segmento central en la caja)
se ubica justo en el medio de la figura.

Podemos apreciar que dentro de la caja (desde Cq hasta C3) se encuentra el 50 % de la informacion.
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Medidas de Dispersion

El promedio (media aritmética) es un indicador sensible a los valores extremos. En otras palabras,
la media puede resultar no representativa en presencia de datos cuyos valores sean mucho mayores
0 mucho menores gque la mayoria de ellos.

Entonces las medidas de dispersién tratan, a través del calculo de diferentes formulas, de arrojar un
valor numérico que ofrezca informacion sobre el grado de variabilidad de una variable o el grado de
confianza de un promedio

Rango

El rango se define como la diferencia entre el mayor y el menor de los datos de un conjunto. Se
designa con la letra R.

Desviacion

Es la diferencia entre el valor de un elemento del conjunto de datos y el promedio de estos

Desviacién media

La desviacion media de un conjunto de datos se define como el promedio de las distancias de cada
uno de los datos a su media aritmética. Se representa por D y matematicamente se calcula mediante:

Dz
_ =t
D =—=—F—

Donde T corresponde al promedio de los N datos 1, 9, ..., £y que conforman el conjunto.

Varianza
Otra forma de cuantificar y poder asi comparar la dispersién entre dos o mas conjuntos de datos es

mediante la varianza, la cual se define como el promedio de las distancias al cuadrado entre los datos y
su media aritmética respectiva. Se representa por o2 o por s? y matematicamente se calcula mediante:

i(z.. -z)?
i=1 =

ol =

Conceptualmente, la varianza es exactamente igual a la desviacion media. La diferencia radica en la
precision de la escala de medicién que se ocupa. Por lo tanto, a mayor varianza, mayor dispersion de los
datos. Al contrario, a menor varianza, mas homogéneos son.

A diferencia del rango o de la desviacién media, la varianza se expresa en unidades cuadradas: la
varianza del problema inicial se expresa en grados Celsius cuadrados (°C2). Puesto que esta unidad de
medida resulta poco usual (y por tanto poco comprensible), se define la desviacion estandar (o desviacion
tipica) como la raiz cuadrada de la varianza, de modo que la unidad de medida sea la misma que la de
los datos del conjunto.
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Desviacion estandar (o desviacion tipica)

Como se enuncié previamente, se define la desviacion estandar (o desviacion tipica) de un conjunto
de datos como la raiz cuadrada de la varianza. Como consecuencia, su unidad de medida es la misma que

la de los datos del conjunto. Se representa por o o s y matematicamente se calcula mediante:

Conceptualmente, la varianza y la desviacion estandar son equivalentes, con la diferencia de sus uni-
dades de medida. Por lo tanto, a mayor desviacién estandar, mayor dispersion de los datos. Al contrario,

a menor desviacién estandar, mas homogéneos son.

Tres propiedades importantes referidas a la varianza y la desviacion
estandar se desprenden de su definicion:

e La varianza (y por tanto la desviacion estandar) toma valores
mayores o iguales a cero.

e Si a cada uno de los elementos de un conjunto se les suma un
numero, la varianza no se altera (por lo tanto la desviacion
estandar tampoco).

e Si cada uno de los elementos de un conjunto se multiplica por
un numero, la varianza queda multiplicada por el cuadrado
de dicho mimero, mientras que la desviacion estandar queda
multiplicada por é€l.
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Probabilidad

Experimento: Un experimento es una accion o proceso que produce un resultado. A continuacion
describiremos distintos tipos de experimentos
s Experimento Determinista: Consiste en aquellos experimentos que al repetirlos bajo las mismas
condiciones iniciales se obtiene siempre el mismo resultado. Debido a lo anterior el experimento
tiene un resultado unico que se puede predecir sin la necesidad de realizar la accién. Por ejemplo,
si medimos el tiempo que demora en caer una bolita de 2[kg] y luego repetimos el experimento con
las mismas condiciones iniciales, en ambos casos obtendremos el mismo tiempo de caida.

= Experimento Aleatorio: Consiste en aquellos experimentos que al repetirlos bajo las mismas con-
diciones iniciales no se obtienen siempre los mismos resultados. Debido a lo anterior el experimento
tiene multiples resultados que dependen del azar. Por ejemplo, al lanzar una moneda podemos ob-
tener sello y luego al lanzarla bajo las mismas condiciones podemos obtener cara, es decir, nadie
esta seguro del resultado.

s Experimento Equiprobable: Consiste en aquellos experimentos en los que todos los resultados
tienen la misma posibilidad de ocurrir. Por ejemplo, si se lanza un dado comin no cargado todas
las caras tienen la misma posibilidad de salir.

s Experimento No Equiprobable: Consiste en aquellos experimentos en los que algunos de los
resultados tienen mayores posibilidades de ocurrir que otros. Por ejemplo, si se desea sacar una
ficha de una caja con 20 fichas rojas y 30 fichas azules, todas del mismo porte y peso, hay mayor
posibilidad de obtener una ficha azul que una roja.

Espacio Muestral

El espacio muestral lo denotaremos con la letra €2 y corresponde al conjunto de todos los posibles
resultados de un experimento aleatorio.

Observemos los siguientes espacios muestrales:

s Lanzamiento de una moneda:
Qmoneda = {cara, sello}

s Lanzamiento de un dado:
Qdado = {1,2,3,4,5,6}

Diagrama de arbol

Calcular la probabilidad de obtener al menos un sello al lanzar 3 veces una moneda comiin.

Solucién: El diagrama de arbol para este ejercicio es:

8
L e

C S
C‘/\‘S C‘/\S
' A /N
£ES £8 £35 E &

CCC CCS CSC CSS sSCC SCS SSC SSS
\

|
Resultados

)
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Triangulo de Pascal

El triangulo de Pascal representa una regularidad numérica que se muestra a continuacién:

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Este triangulo se construye a partir del nimero 1, siendo los coeficientes de los extremos que siguen
también nimeros unos, pero los valores céntricos corresponden aquellos valores que se obtienen de la suma
de los dos niimeros en la fila superior, de manera que se va formando una figura triangular.

Determinar el niimero de casos en que un estudiante responde 2 preguntas verdaderas y 2 falsas al
responder un examen de 4 preguntas de verdadero o falso al azar.

Solucién: Lo primero que tenemos que darnos cuenta es que el experimento de responder una pregunta
al azar con verdadero o falso corresponde a un experimento aleatorio sencillo con dos sucesos equiprobables,
en éste caso responder verdadero o responder falso tienen una probabilidad de un 50% cada una. Como
tenemos que iterar el expeirmento 4 veces, ya que el examen tiene esa cantidad de preguntas, utilizaremos
el triangulo de Pascal.

1
1 preguntarespondida —— 1 1
21 = 2 posibles resultados v F
2 preguntas respondidas — 1 2 1
22 = 4 posibles resultados vz VF 2
T e e
3 _ )
27 =8 posibles resultados v V2E VE? F
1 4 6 4 1
4 preguntas respondidas —
2% = 16 posibles resultados v VF VIE? VE? B

Evento o Suceso

Un suceso es cualquier subconjunto del espacio muestral, es decir, un conjunto de posibles
resultados que pueden resultar de un experimento aleatorio. Se destacan dos tipos de sucesos de
acuerdo a la probabilidad que tienen:

e Suceso Imposible: Es aquel resultado que tiene probabilidad 0 6 0% y que, por lo tanto,
nunca ocurre. Por ejemplo, cuando se desea obtener un niamero mayor que 6 al lanzar un
dado comun.

e Suceso Seguro: Es aquel resultado que tiene probabilidad 1 6 100% y que, por lo tanto,

siempre ocurre. Por ejemplo, cuando se desea sacar una carta roja de una baraja inglesa que

posee sélo cartas de corazén y diamante.

e Suceso Posible: Es aquel resultado que se encuentraentre 0y 1 6 1%y 100% y que, por lo

tanto, tiene la posibilidad de ocurrir. Por ejemplo, cuando se lanza una dado, salga un
ndmero primo
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Guia de Regla de la adicién

Sucesos excluyentes: Son dos resultados de un experimento que no pueden ocurrir al
mismo tiempo. (0 son sucesos que no tienen elementos en comun)

*Si A y B son sucesos excluyentes, la probabilidad de que ocurra A o B esta dada por

P(AuB)=P(A)+ P(B)

Ejemplo: En una caja hay 4 bolitas azules, 3 bolitas rojas y 2 blancas. Al sacar una
bolita, calcula las siguientes probabilidades

A) Sea azul o roja

B) Searoja o blanca

C) Searoja o blanca o azul
D) Sea azul o negra

Sucesos no excluyentes: Son todos aquellos sucesos que tienen la capacidad de ocurrir de
manera simultanea en una experimentacion. La ocurrencia de alguno de ellos no supone la
no ocurrencia del otro. (o son suceso que tienen elementos en comin)

*Si A y B son sucesos no excluyentes, la probabilidad de que ocurra A o B esta dada por
P(4UB) = P(4)+P(B)—P(4~B)

Ejemplo: De una baraja de naipe inglés. Al sacar una carta, calcula las siguientes
probabilidades

A) Sea corazon o un as
B) Sea 8 o negra

C) Sea Kaiser o diamante
D) Sea figura o roja

Probabilidad de sucesos complementarios

En algunas situaciones nos van a preguntar por la probabilidad de que ocurra la negacién de un
suceso, en este caso calculamos la probabilidad de la afirmacion del suceso y se lo restamos a la unidad.
Cabe destacar que si tenemos un suceso A y su negativo A, entonces se dice que ambos sucesos son
complementarios y la suma de sus probabilidades es igual a 1 :

P(A) +P(A) =1

Si el suceso A es la negacién del suceso A,entonces la
probabilidad de que ocurra el suceso A es:

P(A) =1- P(A)
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Regla de la multiplicacion

Sucesos independientes: Se dice que dos sucesos aleatorios son independientes entre si
cuando la probabilidad de cada uno de ellos no esta influida porque el otro suceso ocurra o
no, es decir, cuando ambos sucesos no estan relacionados.

Ejemplo: Sacamos una carta de una baraja, la miramos y la introducimos de nuevo (se
devuelve) en la baraja. Barajamos y sacamos una segunda carta. Los sucesos "sacar la
primera carta" y "sacar la segunda carta" son independientes. pues no influye para nada lo
que hayamos obtenido en la primera carta.

La regla de la multiplicacion de probabilidades para sucesos independientes se aplica en
la interseccion de dos sucesos

Si A y B son sucesos independientes, la probabilidad de que ocurran A y B esta dada por:
P(ANB) = P(A)-P(B)

Ejemplos: De una caja con 3 bolitas rojas, 4 verdes, 2 azules y 1 negra. Se define los
siguientes sucesos sacar una bolita se observa para luego devolverla y se saca otra
bolita se observa y se devuelve. Calcula las siguientes probabilidades

a) La primera bolita sea verde y la segunda bolita sea roja
b) La primera bolita sea azul y la segunda bolita sea roja

c¢) La primera bolita sea negra y la segunda bolita sea verde
d) La primera bolita sea verde y la segunda bolita sea azul

e) La primera bolita sea negra y la segunda bolita sea roja

Sucesos Dependientes

Dos sucesos son dependientes entre si cuando el hecho de que ocurra uno de
ellos influye en la probabilidad de que ocurra el otro

Si A y B son sucesos dependientes, la probabilidad de que ambos ocurran esta
dada por:

P(ANB)=P(A)-P(B/ A)
Donde P(B/A) es la probabilidad de que ocurra B, luego de ocurrido el suceso
A

Ejemplo 1: Se tiene una urna con 5 bolitas rojas, 3 verdes, 2 azules y 2
amarillas. Se tienen que sacar 2 bolitas una después de la otra, sin
reposicion. Determine las siguientes probabilidades

a) La primera roja y la segunda verde
b) La primera amarilla y la segunda azul
¢) La primera amarilla y la segunda azul

d) La primera roja y la segunda roja
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Probabilidad Condicionada

En algunos problemas, puede que sea necesario calcular la probabilidad de que ocurra el
evento B, dado que ha ocurrido A. En ese caso, simplemente invertimos el orden de las
variables:

P(B N A)
P(A)

Donde P(B/A) es la probabilidad de que ocurra B, luego de ocurrido el suceso
A

P(B|A) =

La siguiente tabla muestra a los trabajadores de una empresa separados por hombres y
mujeres ademas de como llegan al trabajo

AUTO TRANSPORTE TOTAL
HOMBRE 10 15 25
MUJER 15 20 35
TOTAL 25 35 60

A) (;Cual es la probabilidad de elegir una persona al azar que llegue en transporte publico
sabiendo que es mujer?

B) (Cual es la probabilidad de elegir una persona al azar que llegue en auto sabiendo que
es hombre?

C) Sabiendo que llega en auto, ;Cual es la probabilidad de que sea mujer?
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Técnicas de Conteo

FACTORIALES

Definicién: Sea n un nUmero natural. Se llama factorial de n al producto de los n primeros nUmeros
naturales. La expresion nl se lee, n factorial. Es asi que:

ni=1-2-3-

Propiedades
e nl=n-(n-1)!

e xl=nl — x=n

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Principio Multiplicativo

Si un suceso ocurre de n, maneras
diferentes, el segundo de n, maneras
diferentes y asi sucesivamente hasta la
Ultima alternativa que puede realizarse
de n, maneras, entonces el nUmero total
de maneras en que ocurre el suceso estd

dadoporn,-n,-n,..n,

b. Principio Aditivo

Si un suceso tiene formas alternativas
de llevarse a cabo, donde la primera
de esas alternativas puede realizarse
de m, maneras, la segunda alternativa
puede readlizarse de m, maneras, y asi
sucesivamente, hasta la Ultima que puede
realizarse de m, maneras, entonces el
nUmero total de maneras en que ocurre
estesucesoes m, +m,+m +...+m,

C - "
»3l=1-2-3=6
n4l=1-2-3-4=24
n6l=1-2-3-4-5=120
Ejemplo:

Si tengo tres camisas y cuatro corbatas.
:De cuantas maneras distintas puedo
combinar una camisa y una corbata?.
La respuesta a esta pregunta es de 12
maneras diferentes (3-4)

Ejemplo:

Sime quiero comprar un auto, puedo elegir
entre distintas marcas y modelos. La marca
A tiene 2 modelos y 3 colores, la marca B
tiene 4 modelos y 5 colores disponibles.
:De entre cuantas combinaciones de
autos puedo elegir?. La respuesta a esta
pregunta es de 26 maneras diferentes (2-3
+4-5).
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PERMUTACION

Una permutacion es cuando utilizamos todos los elementos del conjunto y los ordenamos de

distintas formas.

a. Permutacion simple

El nUmero de permutaciones
de n elementos estd dado
por:

P(n)=n!

b. Permutacion circular

El nUmero de permutaciones
circulares de n elementos estd
dado por:

Pz (n)=(n-1)!

Ejemplo:

2Cuantas palabras distintas se pueden formar con
las letras de la palabra “GENIAL” 2

Respuesta:

P(n)=n! - P(6)=61=2-3-4-5-6 =720 palabras.

Ejemplo:

2Cuantas palabras distintas se pueden formar con
las letras de la palabra “GENIAL"”, cuando no importa
desde que letra comenzamos a leer la palabra. Es
decir, cuando por ejemplo GENIAL y LGENIA, ambas
se lean de igual modo.

Respuesta:
Pz (n)=(n-1)!
Po (6)=(6-1)!=2-3-4-5=120 palabras.

c. Permutacion con elementos repetidos

El nUmero de permutaciones de
n elementos, cuando hay ele-
mentosrepetidos, esté dado por:

n n!
P ool

Ejemplo:

s2Cuantas palabras distintas se pueden formar con
las letras de la palabra “MORALEJA™ 2

Respuesta:

n o_ ni 8
Pr=aror_m— P

=20.160 palabras.

_ 8l _
, = 57 = 345678
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VARIACION
Variacion sin repeticion

Una variacion es el proceso de encontrar cuantos grupos diferentes se pueden formar con n elementos
de modo que cada grupo tenga r elementos. La variacion se diferencia de la permutacién, ya que aqui
no utilizamos todos los elementos.

La variacion de n elementos tomados de r en r esta dado por: v:‘ = nnlr) I

Ejemplo:

(Cuantas palabras distintas de tres letras se pueden formar con las letras de la palabra
“MARDONES™?

__nl s___8l
Respuesta: V= (n-nt ~ Va= @-31
g:_=8'_7;5%;£ = ¢-7-8 = 336 palabras

Variacion con repeticién

Sea A un conjunto con m elementos. Llamamos variaciones con repeticion de n elementos
tomados de m en m a todas a las agrupaciones que podemos hacer con m elementos de A
independientemente de que se repita alguno.

El nimero de variaciones con repeticion viene dado por: VR:‘ =n'

Ejemplo
(Cuantos numeros de 8 cifras que empiecen por 6 se pueden formar?

Si los nimeros empiezan por 6 solo queda determinar qué ocurre con las siete ultimas cifras
que puede cualquier digito.

VR, = 107
Se Podran formar 10.000.000 niuneros.
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COMBINACIONES

Combinaciones sin repeticion

Una combinacion es el proceso de encontrar la cantidad de grupos que se pueden formar con n
elementos de modo que cada grupo tenga r elementos, no interesando el orden de estos. El nimero de

combinaciones de n elementos tomados de r en r esta dado por:

n_ n!
C = (n-r)l-rl

Ejemplo:
(Cuantas combinaciones de tres letras se pueden formar con las letras de la palabra
“MARDONES™?

Respuesta: n_— n! 8-__ 8
< (n-ni-n Ci= @3l

_8 _87£-H_, a_
531 sra  / 8=52palabras.

Combinaciones con repeticion

Las combinaciones con repeticion de n elementos tomados de k en k son los diferentes grupos
de k elementos que se pueden formar a partir de estos n elementos, permitiendo que los
elementos se repitan. y considerando que dos grupos se diferencian solamente si tienen
elementos diferentes (es decir, no importa el orden). Se representan por CRn.k .

n+tk— . - 1)!
- (71 1) - ey

k (n— 1)K

Ejemplo

Se quiere saber cuantas combinaciones con repeticion de 5 elementos tomados de 3 en 3 hay,
usando la formula se obtiene que son 35:

= 5+3—1) 1
5+3 1)_( + )l e T

CRs;3 = ( 3 T (513t 413
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CUADRO RESUMEN

4 R sl [
¢Se usan VR"=n' ‘
/ ~ todos los ~ I ~ | r )
' | " elementos? [ sSerepite | ~ -
PR = S ' Sl algin ‘
roal-pl-_...r 7’
\ ) . elemento? ) ~
A ~ Sl NO \-—:- yn=_nl
4 7\.‘ 4 Y NO r (n—r)! ‘
2Se repite | zslmporta e -
algun orden de los
3 elemento? | elementos?
P =(n-1)! N \_ J \L J N Cr" = (n+r-1)! ‘
© ’ ‘/1,\ S E— r (n=r)l-1l
/ 5B [ sSerepite | * o
circular? NO NO algin ‘
N\ J »\elemento't.-’ ) ~
P =nl 1 I, ¢cr=—nl ‘
" ) NO NO | ™ (n-r)t-n )
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EJE NUMEROS

NUmeros Reales

En forma grafica los conjuntos que hemos estudiados quedan representando como se muestra a conti-
nuacion:

R

APROXIMACIONES

i. Aproximacién por defecto y exceso

A veces necesitaremos frabajar con nimeros con una gran cantidad de cifras decimales, como
por ejemplo los nUmeros periddicos, y por tanto en ocasiones serd necesario aproximarlos. Las
aproximaciones que resultan menores que el valor del nimero inicial se llaman aproximaciones por
defecto y las que resultan mayores se llaman por aproximaciones por exceso.

Para aproximar por defecto: Ejemplo

Paso 1: Identificar la posicidbn a la que se quiere > Aproximar por defecto a
aproximar. la décima el nUmero 3,47
Paso 2: Considerar las cifras decimales hasta la posicion - 34

que se determind.

Para aproximar por exceso: Ejemplo

Paso 1: Identificar la posicion a la que se quiere > Aproximar por exceso a
aproximar. la unidad el nUmero 15,28
Paso 2: La cifra por aproximar se debe aumentar en - 16

una unidad.

Ejemplo

Si aproximamos a la milésima el nOmero 3,14159 por exceso y por defecto resulta:

3,141 3,14159 3,142
| 1 | >
| 1 | -
\/ \_/
Aproximacion por Aproximacién por
Defecto Exceso
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ii. Truncary redondear

Un numero real puede ser aproximado por fruncamiento o por redondeo.

Para fruncar:

Paso 1: Identificar la posicion a la que se quiere truncar.

Paso 2: Considerar las cifras decimales hasta la posicion

que se determind.

.............................................................................

Para redondear:

Paso 1: Identificar la posicibn a la que se quiere

redondear.

Paso 2: Considerar la cifra decimal inmediatamente

siguiente a la que determine la aproximacioén.

Paso 3: Si dicha cifra es menor que 5, no hay
modificaciones en las cifras que se conservan. Si dicha
cifra es mayor o igual que 5, la cifra por aproximar se

debe aumentar en una unidad.

NUMEROS DECIMALES

Ejemplo
> Truncar a la centésima el
nUmero 3,1421
— 3,14
> Truncar a la miésima el
nUmero 1,8676
— 1,867

Ejemplo

> Redondearala
centésima el nUmero
3,1421

— 3,14

> Redondear a la milésima
el nimero 1,8676

— 1,868

Al efectuar la division entre el numerador y el denominador de una fraccion, se obtiene un nimero
decimal. Un nUmero decimal se compone de dos partes, la primera corresponde a la parte entera
y la segunda corresponde a su parte decimal.

a. Tipos de nimeros decimales

ii. Decimal infinito semi-periddico:

Decimal finito

Un decimal finito es aquel que tiene un nimero determinado (finito) de digitos.

Ejemplo: 0,25 — dos cifras decimales.

Decimal infinito periédico:

Un decimal infinito periédico es aquel que tiene un nimero indeterminado (infinito) de digitos y se
repite una o mds cifras de manera periédica, el que puede escribirse con punto suspensivo o con

una barra sobre los digitos peridédicos.

Ejemplo: 1,63 = 1,636363... - periodo “43".

Un decimal infinito semi-periédico es aquel que tiene un nOmero indeterminado (infinito) de digitos
y se repite una o mas cifras de manera periédica, el que puede escribirse con punto suspensivo
o con una barra sobre los digitos periddicos. Ademas se distingue antes del periodo una parte de
cifras que no se repiten llamada ante-periodo.

Fjemplo: 3,617 =3,6171717 ... = periodo “17" y ante-periodo “6".

»Recordar que los digitos decimales de acuerdo a
su posicion reciben los siguiente nombres:
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. Operatoria con decimales

i. Adicion y sustraccion

Para sumar o restar nUmeros decimales se
ubican las cantidades enteras bajo las enteras,
las comas bajo las comas, la parte decimal
bajo la decimal y a confinuacion se realiza la
operatoria respectiva.

ii. Multiplicacion

Para multiplicar dos © mdés niumeros decimales,
se multiplican como si fueran numeros enteros,
y luego se ubica la coma en el resultado final,
de manera tal que el resultado tenga la misma
cantidad de cifras decimales que los nUmeros
del ejercicio en conjunto.

ii. Division

Para dividir nUmeros decimales, se puede
transformar el dividendo y el divisor en nimeros
enteros amplificando por una potencia en base

10.

Ejemplo
> 0,247 + 21,65 =

0,247
= +21,65
21,897
Ejemplo
> 1,24 -0,002=
= Multiplicar 124 -2

=248

Ubicar la coma manteniendo
cinco cifras decimales:

— 0,00248

Ejemplo
> 225:05=
Amplificado por 100.
— 225:50=4,5

. Transformaciones entre decimales y fracciones

De fracciones a decimales

Debemos dividir el numerador por el denomi-
nador.

De decimales finitos a fracciones

En el numerador se escribe el nOmero comple-
to sin la coma. En el denominador un 1 acom-
pafiado de tantos ceros como digitos existan
en la parte decimal (después de la coma).

De decimales peridédicos a fracciones

En el numerador se escribe el nUmero completo
sin la coma y se le resta la parte no periédica.
En el denominador tantos nueve como digitos
posea el periodo.

. De decimales semi-peridédicos a fracciones

En el numerador se escribe el nUmero completo
sin la coma y se le resta la parte no periédica.
Luego en el denominador, tantos nueve como
digitos posea el periodo, seguidos de tantos
ceros como digitos tenga el ante-periodo.

Ejemplo:

1l _1.9=
> 7—].2—0,5
Ejemplo:
> 0,42=-1
Ejemplos

=4
> 0,45—99

374- 2374 -2 _ 2372
> 2374=" 505 999
Ejemplos

5T _ 4321-43

> 0,4321 = 5900

o470 - AR08
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Multiplos y divisibilidad

Se dice que un mimero a es divisible por otro b si al dividir a con b, el residuo o resto es cero, dicho
de otra manera:

a es divisible por b si y sélo si a = b- ¢ donde ¢ es cociente.

En base a esto podemos decir que a contiene a b exactamente ¢ veces. Llamaremos miiltiplo de un
nimero a un nimero que contiene a otro una cantidad exacta de veces, por ejemplo 12 es miiltiplo de 2
porque 12 contiene a 2 seis veces exactamente. Los miltiplos de un mimero pueden obtenerse ficilmente
multiplicando ese mimero por la serie infinita de los mimeros naturales. Veamos un ejemplo con el conjunto
de los miltiplos de 3.

Los miiltiplos de 3 son:

I3x1=3 3x3=9 3x5=15 :
I3x2=6 Ix4=12 Ix6=18 3xn=3n
Si lo escribimos como conjunto por extension:

Ms={3, 6,9, 12, 15, 18, ..., 3n}

Los muiltiplos de un mimero n se obtienen multipli-
cando n por cada mimero natural.

NUmeros primos

Dentro de los niimeros naturales mas interesantes estan los niimeros primos, los que se caracterizan
por ser divisibles por 1 y por si mismos. Algunos ejemplos de nimeros primos son:

2,3,5,7,11, 13, 17, 23, 37, 97

Otra caracteristica muy potente de los mimeros primos es que con ellos podemos generar cualquier
otro nimero natural mediante la multiplicacion de ellos. Esta caracteristica la abordaremos mas adelante.

NUmeros compuestos

Cualquier niimero natural que pueda escribirse como multiplicacién de 2 o mds ntimeros naturales
distintos de 1 y si mimo, se denomina nimero compuesto. Por ejemplo el nimero 12 lo podemos
descomponer asi:

12=3-4
=3-2-2

Si descomponemos el mimero 18 en sus factores primos obtenemos:

18=2.9
—-2.3.3

Notar que los términos que componen a un mimero
compuesto coincide con sus divisores.
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Pares e impares

Podemos separar el conjuntos de los enteros Z en dos subconjuntos: pares e impares. Llamamos par
a todo mimero que es miltiplo de 2, es decir, si un mimero lo podemos escribir como

P=2n

donde n € Z, entonces P es par independiente de que n lo sea. Entonces si dividimos un mimero por
2 y el residuo o resto es 0, ese niimero es par.

Los impares son mimeros que al dividir por 2 obtenemos 1 como residuo o resto. Dicho de otra
manera, podemos construir cualquier impar como un par mas o menos uno.

I —2n-Lt

donde n € Z. En estas condiciones I es impar independientemente si n lo es.

Descomposicion prima

Uno de los grandes logros de la Teoria de los Nimeros es haber llegado a la conclusién de que todo
nimero compuesto puede escribirse como multiplicacién de miimeros primos. A la accién de es-
cribir un mimero compuesto como multiplicacién de sus divisores primos se le denomina descomposiciéon
prima. Por ejemplo, si queremos descomponer el niimero 120, vamos escribiéndolo como multiplicacién
de otros niimeros, hasta llegar sélo a niimeros primos:

120 = 2 - 60
=2-6-10
=2.2-3-10
=2.2.3-2.5
=@ 288
=23.3.5

RAICES

a. Definiciones
> Sin es un nUmero entero par positivo y a es un niUmero real positive o cero, entonces:
Va=b = b"=a,beRy
> Sin es un nUmero entero impar positivo y a es un nomero real cualquiera, entonces:

Ya=b < b"=a,beR

> La expresion 'V a¥ . con a nimero real positivo o cero, se puede expresar como una potencia
de exponente fraccionario.
k
Va* =(a)n

> Si a es un numero real cualquiera, entonces se cumple: (c:)2 =|a|

Nota:
La enésima potencia par de |a raiz enésima La enésima potencia impar de lao raiz
par de un numero es igual al mismo nimero, enésima impar de un numero es igual al

Ejemplo: 2‘/1?_:1‘/?:7 Ejemplos: 3«(-7)3=—7 Vet

E siempre y cuando el nUmero sea positivo. mismo numero.
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b. Propiedades de las raices

Considere que q, b, k, m, n son nUmeros reales distintos de cero

Vi.

Multiplicacion de raices de igual indice.

Se conserva el indice de la raiz y
se multiplican las cantidades sub-
radicales.

Division de raices de igual indice.

Se conserva el indice de la raiz
y se dividen las cantidades sub-
radicales.

Raiz de una raiz.

Se conserva la cantidad sub-
radical y se multiplican los indices
de las raices.

iv. Raiz de una potencia

La raiz de una potencia es igual
a la raiz de la base elevada al
exponente.

Va - -Vob=Va b

Va:Yb=Ya:b

VG =n g

Va™=(Va)"

Factor de vna raiz como factor sub-radical

Se conserva el indice de la raiz y
el factor multiplica a la cantidad
sub-radical elevado al indice de
la raiz.

a-Vb™ =V p™

Amplificacién y simplificacién de una raiz

Un raiz se puede fransformar a
ofra equivalente amplificando o
simplificando el indice y el expo-
nente por un nimero natural k.

Racionalizacion

Racionalizar el denominador de una fraccién consiste en transformaria en una fraccién equivalente
cuyo denominador no contenga ninguna raiz. Habitualmente se puede dar alguno de los siguientes

fres casos
Caso 1:
Fracciones de la forma: —S
byc
= se amplifica por: %

Ejemplo

> 2.

/5
/5
3V

3
- 2

ss &

Ejemplo

5&'5\/?:5‘@

Ejemplo

Ix7:Vx = Vx¢

Ejemplo

V47 =347

Ejemplo

8/x3 =(%/x)°

Ejemplo

x-3fy =33y

Ejemplo

8/x3.-52/,32 _10/,6

I

_2/5 . 2/5

3-5 15
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Caso 2.
Fracciones de la forma:

a o a
pvb +qgvc pvb -qgvc
pvb +gvc

pvb -gvc

= se amplifica por:

pYb -gvc

Caso 3:

. Q
Fracciones de la forma: ——
n ﬁbp

. Vor?
= Se amplifica por: "Vb—""’

© pYb+qgvc

Ejempilo: 7775
= 3 _J7+J5
V7-J5 J7+/5
3(J7 +5)
= 7 Z
W7y -(%3)
L 37+5) L 3(V7+45)
7_5 .. 2

. 7
Ejemplo: ——=
6%/3°

3
M

- 7433 783 YA

FlF 63 T8
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Relacién de orden de las raices

Sean a y b nUmeros reales mayores o iguales a cero y n, m nimeros naturales mayores que 1. Para
ordenar raices podemos utilizar alguno de los siguientes métodos, segun sea el caso.

i. Caso 1. Iguales indices

Para ordenar raices de igual indice y cantidades sub-radicales positivas, basta comparar las
canfidades sub-radicales. Si se cumple que a < b, entonces Va <%b.

Ejemplo: Comparar, 3 y 4. Dado que tienen igual indice, se cumple que 3 < /4.

ii. Caso 2: Iguales cantidades sub-radicales
Para ordenar raices de igual cantfidad sub-radicales, basta comparar los indices de las raices.
« Si,a>1y n<m,entonces Va <Va.
Ejemplo: Comparar, Y16 y 416. Dado que tienen igual cantidad sub-radical mayor que 1, se
cumple que a mayor indice, menor es el valor de la raiz, por lo tanto ¥16 > 4/16.
* Si,0<a<ly n<m,entonces Ya <"Va.

Ejemplo: Comparar 4"+6 y : 11_6 Dado que tienen igual cantidad sub-radical menor que 1, se
cumple que a mayor indice mayor es el valor de la raiz, por lo tanto 2./]]—6 < :flLé'

iii. Caso 3: Distintos indices y distintas cantidades sub-radicales

En caso que las raices tengan distinto indice y distinta cantidad sub-radical, es posible elevar las
raices al m.c.m de sus indices.

Ejemplo: Comparar J5 y 3/10 . Elevamos ambas raices a é (6 es el mc.m entre 2y 3). Esto es:
(V5P =5%=5"=125 y (¥70)° = 10%=102=100. Como 125> 100, entonces 5 > ¥/10.
c. Suma de raices

Para sumar raices, éstas deben tener igual indice e igual cantidad sub-radical.
Ejemplos

> 3/5+8/5=11/5 — sumamos (3 +8)y agregamosla V5.
> J2+7y2=8/2 — sumamos(1+7)yagregamosia v2.

En caso de no tener igual cantidad sub-radical, se debe intentarigualarlas, aplicando propiedades
("Va"™-b™ =a-Vb™) y luego se puede sumar.

Ejemplos
_ _[:2 5
/50 + /T8 = /50 =252 =y/5°.2=5,/2
J18=4/9.2=y/3%2=3,2
5/2+3/2=8y2

m:ﬂ:\jsz-:}:Sﬁ
o BT (= 0= (55 = {2525
JAB=T63=y423-4/3

V5+3/3-2/5+4/3=-/5+7,/3



POTENCIAS EN LOS REALES

Sea, a € Ryn €N, se define una potencia como la multiplicacion n veces de un nimero a, por si
mismo. La potencia se escribe a"=b, donde a es la base, n es el exponente y b el resultado.

En las potencias se cumple:

»a’=1,sia#0 »0"=0,sin>0

0 ; )
»n'=n » 0, no estd determinado.

Ejemplo

En la potencia 35, la base es 3 y el exponente es 5. 35 =3-3-3-3-3=243

a. Signo de una potencia

Exponente par Exponente impar

El signo de una potencia de exponente
par es siempre positivo, a menos que la

base sea cero. base, ya sea utilicemos o no pcrémesis.

Ejemplo Ejemplo
2 3

b (-9)%=-9-9=8] > (2)°=2-2-2-8

b (7-4)2=(4-7)=9 > (7-4)=—(4-7)*=—(=27)=27

Nota: (-9)%#-9° Nota: (-9)°=-9°

b. Propiedades de las potencias
Considere que q, b, m, n son nUmeros reales distintos de cero

i. Mulliplicacion de potencias de igual base.

Se conserva la base y se a"-gM=g"*tm
suman los exponentes.

ii. Divisién de potencias de igual base.

Se conserva la base y a"sgqM=g"™ ™ fo127+12%=127"3 =124
restan los exponentes.

iii. Potencia de una potencia.
Se conserva la base y se n m=(am]n:cn'm Ej (72)3=(73)2=72-3=75

multiplican los exponentes. (@”)

iv. Multiplicacién de potencias de distinta base e igual exponente.
Se multiplican las bases y se .512=32.
P y (@-b)"=a"b" 5 (3-5°=3%5
mantiene el exponente.
v. Divisién de potencias de distinta base e igual exponente.

Se dividen las bases y se
mantiene el exponente.

f- (5:2)%=5%:2°

n

(@a:b)"=a":b

El signo de una potencia de exponente
impar es igual al signo de numero de la
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vi. Potencias de exponente negativo.
Se invierte la fraccidén y -n_ 1 -8_ 1
se cambia el signo del a 2
exponente. (La base debe
ser distinta de cero)

vii. Fracciones con exponente negativo.

Se invierte numerador y a\-n_ (2)” -3
denominador y se cambia ( b ) a Ej ( ) (
el signo del exponente. (El

numerador y denominador

deben ser distintos de cero)

viii.Suma y resta de ponencias.
Si bien no existen propieda- B 7247272 1478272 1+49)=7"%-50
des para la suma y resta de
potencias, es posible apli-
car la factorizaciéon para
reducirlas.

NOTACION CIENTIFICA

La notacidén cientifica se utiliza habitualmente para Ejemplos

operar con numeros que tienen una gran cantidad de 8
digitos. > 720.000.000 =7,2- 10

Un nUmero estd escrifo en notaciéon cientifica si se > —0,000000005=-5 1077

escribe de la formaa-10", con1<a<10ynE Z.

H

1

i »En notacién cientifica se cumple que para nimeros mayores a 1, el exponente “n" es positivo, y
1

i

[T

para nimeros positivos menores a 1, el exponente “n* es negativo.

84



Porcentajes

El porcentaje se refiere al numero de partes, de un total de 100, que
cumplen con cierta caracteristica. Los porcentajes tienen distintas formas
de representacion:

Porcentaje Fraccién Decimal Gréaficamente
40 _4 _2
40% 100-10°5 04

Existen estrategias de cdlculo mental para calcular porcentajes de manera mas
sencilla utilizando la division, como se muestra en la siguiente tabla:

Porcentaje 50% | 25% | 20% | 10% | 5% 4% 2% 1%
Divisién por 2 4 5 10 20 25 50 100

Para calcular porcentajes, puedes utilizar diversas estrategias:
Estrategia 1: Divide la cantidad por 100. Luego, multiplica el cociente
anterior por el porcentaje solicitado. Por ejemplo:
Calcula el 23% de 450 = 450: 100 = 4,5
4,5-23=103,5

Estrategia 2: Multiplica el nimero por el porcentaje solicitado y luego divide
por 100. Por ejemplo:

300-15 _ 4500 _
Calcula el 15% de 300 = 100 - 100 - 45

Estrategia 3: Multiplica el nimero por el decimal equivalente al porcentaje
solicitado. Por ejemplo:
Calcula el 36% de 2400 => 2400 - 0,36 = 864

Estrategia 4: Utiliza la proporcionalidad. Por ejemplo:
Calcula el 20% de 40.

Cantidad | Porcentaje (%)
a _ 20

a 20 20 =100
40 100

_20-40 _ 800 _
=8 300 100" °

= El a% de descuento en el valor de un producto equivale a cancelar el (100 — a) % del precio
del producto.

« Un aumento del b% en el valor de un producto equivale a cancelar el (100 + b) % del precio
del producto.
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Dado un numero y una cantidad total, es posible determinar a qué porcentaje
corresponde uno del otro; por ejemplo:

Si se tiene un grupo de 15 personas de las cuales 6 son mujeres,
¢qué porcentaje del grupo son mujeres?

& X _100-6 _600 _ 120 _
15100 X715 - 153 -0
El 40% de las personas son mujeres.

Ademds, es posible calcular el 100% dado un numero y su porcentaje de la
siguiente manera:

Si 9 personas de un grupo, es decir el 60%, son hombres,
¢cudntas personas componen dicho grupo?

9_60 _9-100 _900 _ 30 _
X=10=>%="®0 ~60 "2 -1°

El grupo esta formado por 15 personas.

INTERES SIMPLE

Una cantidad C crece a una tasa del i % por unidad de tiempo en un periodo de n unidades,
en un régimen de crecimiento simple, si el crecimiento en cada unidad de tiempo es fijo.

La cantidad final Cg después de cumplido el periodo n estd dada por:

- ni
C:=C+ 100 C
_n.i-C
Ganancia = 300

INTERES COMPUESTO

Una cantidad C crece a una tasa del i% por unidad de tiempo en un periodo de n unidades,
en un régimen de crecimiento compuesto, si el crecimiento en cada unidad de tiempo se
agrega a € de modo que al final de cada unidad hay una nueva cantidad.

La férmula para calcular la cantidad final C después de cumplido el periodo n es:

c'=c-[1+%]"

Ganancia=C:-C
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LOGARITMOS

Un logaritmo corresponde al exponente de una potencia: Silog a = c, entonces n° = a.Donde n
es la base, a es el argumento y ¢ es logaritmo. Se lee “el logaritmo de a en base n es c”. Ademads
debe cumplirse que ay n, sean nimeros reales positivos, con n distinto de 1.

Elemplo, silog, 81 = 4, entonces 3* = 81.

Notas:

B>

2

B

Sila base es 10 se acostumbra no escribir.
Los valores que puede tomar ¢ son todos los nimeros reales.

Sila base es el nUmero e (e =2,7128 ... ), entonces se denomina logaritmo natural y se denota
por “In". Eemplo: Ioge x=Inx
El logaritmo es la operacion inversa de la exponenciacion.

logya=c<= b=

b: base de logaritmo b >0b#1
a: argumento a >0
c: logaritmo ceR

Notacion: log(a) = logy(a)

Propiedades de los logaritmos

N
Sean: a,b,n,m € R ,conn, m# 1, se cumple.

i. Logaritmo de 1
El logaritmo de 1 es cero. log,1=0 Ej: log,1=0

ii. Logaritmo de la base
El logaritmo de la base es log n=1 Ej: log,,23=1
igual a uno. n =

iii. Logaritmo de una potencia

El logaritmo de una po-
tencia de la base es igual
al exponente multiplica-
do por el logaritmo.

. Logaritmo de un producto

El logaritmo de un pro-
ducto es igual a la suma
de los logaritmos de los
factores.

Logaritmo de una division

El logaritmo de una
division es igual a la
diferencia entre el
logaritmo del numerador
y el logaritmo del
denominador.

lognob= b -log, a

log, (a-b)=log a+log b

log,, (%) =log, a-log, b

Ej

Iogs45= 5 -log, 4

log,(2-7)=log,2+log,7

Iogé(%)=logé3—|ogé4
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vi. Cambio de base

Vii.

El logaritmo en base n de
a, puede escribirse como
la divisién de dos logarit-
mos de igual base.

Cambio de signo

El logaritmo en base n de
a, es igual al inverso adi-
tivo del logaritmo cuya
base es el reciproco de n,
de q, o esigual al inverso
aditivo del logaritmo en
base n del reciproco de

I =-I
og a og(%)o
6

log,a= —Iogn(%)

log., 7
: 2
Fj: Jogy/ = log, 5

£ log,.8 =-lo 8=3

Ej Iog416=—log4(]]—6)=2

a.

b. Relacién de orden de logaritmos

Sean los argumentos, a, b nUmeros reales positivos y las bases n, m nUmeros reales positivos distintos
de 1. Para ordenar logaritmos podemos utilizar alguno de los siguientes métodos, segun sea el caso.

i. Caso 1. Iguales argumentos

Para ordenar logaritmos de iguales argumentos y bases mayores que 1, basta comparar las bases.

Sise cumple que n <m, entonces log, a<log a.
Ejemplo: Compararlog, 81 y log, 81.

Dado que tienen igual argumento, se cumple que log , 81 > log , 81.

ii. Caso 2: Iguales bases

Para ordenar logaritmos de igual base, basta comparar los argumentos.

Si,n>1y a<b,entonces log a<log b.

Ejemplo: Comparar, log, 8 y log, 16.
Dado que tienen igual cantidad sub-radical mayor que 1, se cumple que a mayor argumento,
mayor es el valor del logaritmo, por lo tanto log, 8 < log, 16.

Si,0<n<1y a<b, entonces log a>log b.

Ejemplo: Comparar, log18 vy logalé.
2 2

Dado que tienen igual cantidad sub-radical menor a 1, se cumple que a mayor argumento,

menor es el valor del logaritmo, por lo tanto log;8 > log 16
2 2

ii. Caso 3: Distintas bases y distintos argumentos

En caso que tanto los argumentos como las bases sean distintas, una posibilidad seria cambiar las
expresiones hasta llegar a alguna con base comun, aplicando propiedades.

Ejlemplo: Compararlog ,3 y log, 5.
Aplicando la propiedad de cambio de base, podemos reescribir convenientemente ambas
expresiones como division de logaritmos de base 2.

log,3 _ log,3 _ log,5 _109,5

= 1. = =29929 _ 1. = 3
Iog43—Iog24 5— ==10g,3 log, V3 y logg5 09,8 3 3°109,5 log, ¥5

Para comparar los argumentos debemos elevar ambas raices a 6 (6 es el m.c.m enire 2y 3).

Esto es: (y3) =3%=3%=927 y (3/5)= 5%=52=95 Como 27 > 25 , enfonces y3 > 35 y por
ende log, /3 > log,%5 Yy finalmente podemos concluir que log,3 > log, 5.

88



89



